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Extended list of Maxima candidates
In the following two sections we report an extended list of all the maxima candidates for the
partition based on maximum value and for the partition based on minimum value.

Partition { qP i
b}i=0,...,b

Maxima candidates for |M1

1) ( 1b , . . . ,
1
b ;

1
b , . . . ,

1
b );

2) (0, 1
b−1 , . . . ,

1
b−1 ; γ, δ, . . . , δ)

where γ + (b− 1)δ = 1;

3) (0, α, . . . , α, β; γ, δ, . . . , δ, 0)
where (b− 2)α+ β = 1 and γ + (b− 2)δ = 1;

4) (0, 0, 1
b−2 , . . . ,

1
b−2 ; γ, γ, δ, . . . , δ)

where 2γ + (b− 2)δ = 1;

5) (0, 0, α, . . . , α, β; γ, γ, δ, . . . , δ, 0)
where (b− 3)α+ 2β = 1 and 2γ + (b− 3)δ = 1;

6) (0, 0, α, . . . , α, β, β; γ, γ, δ, . . . , δ, 0, 0)
where (b− 4)α+ 2β = 1 and 2γ + (b− 4)δ = 1;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j+1)(b−j+2)

2 ) (0, . . . , 0, α, . . . , α, β, . . . , β; γ, . . . , γ, δ, . . . , δ, 0, . . . , 0)
where (2j − b)α+ 2(b− j)β = 1 and 2(b− j)γ + (2j − b)δ = 1;

Exactly one coordinate of p equals to 1− ε

1) (1− ε, ε
b−1 , . . . ,

ε
b−1 ; 0,

1
b−1 , . . . ,

1
b−1 );

2) (1− ε, ε
b−2 , . . . ,

ε
b−2 , 0; 0, γ, . . . , γ, δ)

where (b− 2)γ + δ = 1;

3) (1− ε, α, β, . . . , β; 0, 0, 1
b−2 , . . . ,

1
b−2 )

where α+ (b− 2)β = ε;

4) (1− ε, α, β, . . . , β, 0; 0, 0, γ, . . . , γ, δ)
where α+ (b− 3)β = ε and (b− 3)γ + δ = 1;

5) (1− ε, ε
b−3 , . . . ,

ε
b−3 , 0, 0; 0, γ, . . . , γ, δ, δ)

where (b− 3)γ + 2δ = 1;
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6) (1− ε, α, β, . . . , β, 0, 0; 0, 0, γ, . . . , γ, δ, δ)
where α+ (b− 4)β = ε and (b− 4)γ + 2δ = 1;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(b− j)(b− j + 1)) (1− ε, α, . . . , α, β, . . . , β, 0, . . . , 0; 0, . . . , 0, γ, . . . , γ, δ, . . . , δ)
where (b− j − 1)α+ (2j − b)β = ε and (2j − b)γ + (b− j)δ = 1;

(b− j)(b− j + 1) + 1) (1− ε, ε, 0, . . . , 0, 0; 0, γ, δ, . . . , δ)
where γ + (b− 2)δ = 1;

(b− j)(b− j + 1) + 2) (1− ε, ε, 0, . . . , 0; 0, 0, 1
b−2 , . . . ,

1
b−2 );

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(b− j)(b− j + 1) + b− j) (1− ε, ε, 0, . . . , 0; 0, . . . , 0, 1j , . . . ,
1
j );

Exactly one coordinate of p and one coordinate of q equal to 1− ε

1) (1− ε, ε
b−2 , . . . ,

ε
b−2 , 0; 0,

ε
b−2 , . . . ,

ε
b−2 , 1− ε);

2) (1− ε, ε
b−3 , . . . ,

ε
b−3 , 0, 0; 0, γ, . . . , γ, δ, 1− ε)

where (b− 3)γ + δ = ε;

3) (1− ε, α, β, . . . , β, 0, 0; 0, 0, γ, . . . , γ, δ, 1− ε)
where α+ (b− 4)β = ε and (b− 4)γ + δ = ε;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j)(b−j+1)

2 ) (1− ε, α . . . , α, β, . . . , β, 0, . . . , 0; 0, . . . , 0, γ, . . . , γ, δ . . . , δ, 1− ε)
where (b− j − 1)α+ (2j − b)β = ε and (2j − b)γ + (b− j − 1)δ = ε;

(b−j)(b−j+1)
2 + 1) (1− ε, ε, 0, . . . , 0, 0; 0, γ, δ, . . . , δ, 1− ε)

where γ + (b− 3)δ = ε;
(b−j)(b−j+1)

2 + 2) (1− ε, ε, 0, . . . , 0, 0; 0, 0, ε
b−3 , . . . ,

ε
b−3 , 1− ε).

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j)(b−j+1)

2 + b− j) (1− ε, ε, 0, . . . , 0, 0; 0, . . . , 0, ε
j−1 , . . . ,

ε
j−1 , 1− ε).

Maxima candidates for |M2

1) ( 1b , . . . ,
1
b ;

1
b , . . . ,

1
b );

2) (0, 1
b−1 , . . . ,

1
b−1 ; γ, δ, . . . , δ)

where γ + (b− 1)δ = 1;

3) (0, α, . . . , α, β; γ, δ, . . . , δ, 0)
where (b− 2)α+ β = 1 and γ + (b− 2)δ = 1;

4) (0, 0, 1
b−2 , . . . ,

1
b−2 ; γ, γ, δ, . . . , δ)

where 2γ + (b− 2)δ = 1;

5) (0, 0, α, . . . , α, β; γ, γ, δ, . . . , δ, 0)
where (b− 3)α+ 2β = 1 and 2γ + (b− 3)δ = 1;

6) (0, 0, α, . . . , α, β, β; γ, γ, δ, . . . , δ, 0, 0)
where (b− 4)α+ 2β = 1 and 2γ + (b− 4)δ = 1;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j+1)(b−j+2)

2 ) (0, . . . , 0, α, . . . , α, β, . . . , β; γ, . . . , γ, δ, . . . , δ, 0, . . . , 0)
where (2j − b)α+ (b− j)β = 1 and (b− j)γ + (2j − b)δ = 1.
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Maxima candidates for |M3

1) (1− ε, ε
b−1 , . . . ,

ε
b−1 ; 1− ε, ε

b−1 , . . . ,
ε
b−1 );

2) (1− ε, ε
b−2 , . . . ,

ε
b−2 , 0; 1− ε, γ, . . . , γ, δ)

where (b− 2)γ + δ = ε;

3) (1− ε, α, . . . , α, β, 0; 1− ε, γ, . . . , γ, 0, δ)
where (b− 3)α+ β = ε and (b− 3)γ + δ = ε;

4) (1− ε, ε
b−3 , . . . ,

ε
b−3 , 0, 0; 1− ε, γ, . . . , γ, δ, δ)

where (b− 3)γ + 2δ = ε;

5) (1− ε, α, . . . , α, β, 0, 0; 1− ε, γ, . . . , γ, 0, δ, δ)
where (b− 4)α+ β = ε and (b− 4)γ + 2δ = ε;

6) (1− ε, α, . . . , α, β, β, 0, 0; 1− ε, γ, . . . , γ, 0, 0, δ, δ)
where (b− 5)α+ 2β = ε and (b− 5)γ + 2δ = ε;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j+1)(b−j+2)

2 ) (1− ε, α, . . . , α, β, . . . , β, 0, . . . , 0; 1− ε, γ, . . . , γ, 0, . . . , 0, δ, . . . , δ)
where (2j − b− 1)α+ (b− j)β = ε and (2j − b− 1)γ + (b− j)δ = ε;

(b−j+1)(b−j+2)
2 + 1) (1− ε, ε, 0, . . . , 0; 1− ε, γ, δ, . . . , δ)

where γ + (b− 2)δ = ε;

(b−j+1)(b−j+2)
2 + 2) (1− ε, ε, 0, . . . , 0; 1− ε, 0, ε

b−2 , . . . ,
ε
b−2 );

(b−j+1)(b−j+2)
2 + 3) (1− ε, ε, 0, 0, . . . , 0; 1− ε, 0, 0, ε

b−3 , . . . ,
ε
b−3 ).

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j+1)(b−j+2)

2 + b− j + 1) (1− ε, ε, 0, 0, . . . , 0; 1− ε, 0, . . . , 0, ε
j−1 , . . . ,

ε
j−1 ).

Maxima candidates for |M4

1) (1− ε+ σ, ε−σb−2 , . . . ,
ε−σ
b−2 , 0; 0,

ε−φ
b−2 , . . . ,

ε−φ
b−2 , 1− ε+ φ)

where 0 ≤ σ, φ ≤ ε;

2) (1− ε+ σ, ε−σb−3 , . . . ,
ε−σ
b−3 , 0, 0; 0, γ, . . . , γ, δ, 1− ε+ φ)

where 0 ≤ σ, φ ≤ ε and (b− 3)γ + δ = ε− φ;

3) (1− ε+ σ, α, β, . . . , β, 0, 0; 0, 0, γ, . . . , γ, δ, 1− ε+ φ)
where 0 ≤ σ, φ ≤ ε, α+ (b− 4)β = ε− σ and (b− 4)γ + δ = ε− φ;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j)(b−j+1)

2 ) (1− ε+ σ, α, . . . , α, β, . . . , β, 0, . . . , 0; 0, . . . , 0, γ, . . . , γ, δ, . . . , δ, 1− ε+ φ)
where 0 ≤ σ, φ ≤ ε, (b− j−1)α+(2j− b)β = ε−σ and (2j− b)γ+(b− j−1)δ = ε−φ;

(b−j)(b−j+1)
2 + 1) (1, 0, . . . , 0, 0; 0, ε−φb−2 , . . . ,

ε−φ
b−2 , 1− ε+ φ)

where 0 ≤ φ ≤ ε;
(b−j)(b−j+1)

2 + 2) (1, 0, 0, . . . , 0, 0; 0, 0, ε−φb−3 , . . . ,
ε−φ
b−3 , 1− ε+ φ)

where 0 ≤ φ ≤ ε.

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j)(b−j+1)

2 + b− j) (1, 0, 0, . . . , 0, 0; 0, . . . , 0, ε−φj−1 , . . . ,
ε−φ
j−1 , 1− ε+ φ)

where 0 ≤ φ ≤ ε.
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Partition {P̂ i
k}i=0,...,k

Maxima candidates for M̂1

1) ( 1b , . . . ,
1
b ;

1
b , . . . ,

1
b );

2) (ε, 1−εb−1 , . . . ,
1−ε
b−1 ; γ, δ, . . . , δ)

where γ, δ ≥ ε and γ + (b− 1)δ = 1;

3) (ε, α, . . . , α, β; γ, δ, . . . , δ, ε)
where α, β, γ, δ ≥ ε, (b− 2)α+ β + ε = 1 and γ + (b− 2)δ + ε = 1;

4) (ε, ε, 1−εb−2 , . . . ,
1−ε
b−2 ; γ, γ, δ, . . . , δ)

where γ, δ ≥ ε and 2γ + (b− 2)δ = 1;

5) (ε, ε, α, . . . , α, β; γ, γ, δ, . . . , δ, ε)
where α, β, γ, δ ≥ ε, (b− 3)α+ β + 2ε = 1 and 2γ + (b− 3)δ + ε = 1;

6) (ε, ε, α, . . . , α, β, β; γ, γ, δ, . . . , δ, ε, ε)
where α, β, γ, δ ≥ ε, (b− 4)α+ 2β + 2ε = 1 and 2γ + (b− 4)δ + 2ε = 1;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
b(b+1)

2 ) (ε, ε, . . . , ε, 1− (b− 1)ε; 1− (b− 1)ε, ε, . . . , ε).

Maxima candidates for M̂2

1) (α, . . . , α, β; 1−ε
b−1 , . . . ,

1−ε
b−1 , ε)

where α ≤ ε and β + (b− 1)α = 1;

2) (α, . . . , α, β, β; 1−ε
b−2 , . . . ,

1−ε
b−2 , ε, ε)

where α ≤ ε and 2β + (b− 2)α = 1;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

b− 1) (α, β, . . . , β; 1− (b− 1)ε, ε, . . . , ε)
where α ≤ ε and α+ (b− 1)β = 1;

b) (ε, 1−εb−1 , . . . ,
1−ε
b−1 ; γ, δ, . . . , δ)

where γ, δ ≥ ε and γ + (b− 1)δ = 1;

b+ 1) (ε, α, . . . , α, β; γ, δ, . . . , δ, ε)
where γ, δ ≥ ε, β + (b− 2)α = 1− ε and γ + (b− 2)δ = 1− ε;

b+ 2) (ε, α, . . . , α, β, β; γ, δ, . . . , δ, ε, ε)
where γ, δ ≥ ε, 2β + (b− 3)α = 1− ε and γ + (b− 3)δ = 1− 2ε;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2b− 1) (ε, 1−εb−1 , . . . ,
1−ε
b−1 ; 1− (b− 1)ε, ε, . . . , ε);

2b) (0, 1
b−1 , . . . ,

1
b−1 ; γ, δ, . . . , δ)

where γ, δ ≥ ε and γ + (k − 1)δ = 1;

2b+ 1) (0, α, . . . , α, β; γ, δ, . . . , δ, ε)
where γ, δ ≥ ε, β + (b− 2)α = 1 and γ + (b− 2)δ = 1− ε;

2b+ 2) (0, α, . . . , α, β, β; γ, δ, . . . , δ, ε, ε)
where γ, δ ≥ ε, 2β + (b− 3)α = 1 and γ + (b− 3)δ = 1− 2ε;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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3b− 1) (0, 1
b−1 , . . . ,

1
b−1 ; 1− (b− 1)ε, ε, . . . , ε);

3b) (0, 0, 1
b−2 , . . . ,

1
b−2 ; γ, γ, δ, . . . , δ)

where γ, δ ≥ ε and 2γ + (b− 3)δ = 1;

3b+ 1) (0, 0, α, . . . , α, β; γ, γ, δ, . . . , δ, ε)
where γ, δ ≥ ε, β + (b− 3)α = 1 and 2γ + (b− 3)δ = 1− ε;

3b+ 2) (0, 0, α, . . . , α, β, β; γ, γ, δ, . . . , δ, ε, ε)
where γ, δ ≥ ε, 2β + (b− 4)α = 1 and 2γ + (b− 4)δ = 1− 2ε;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

4b− 1) (0, 0, 1
b−2 , . . . ,

1
b−2 ; 1− (b− 1)ε, ε, . . . , ε);

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

b2 − b(j − 2)− 1) (0, . . . , 0, 1j , . . . ,
1
j ; 1− (b− 1)ε, ε, . . . , ε);

b2 − b(j − 2)) (0, . . . , 0, 1; γ, . . . , γ, δ)
where γ, δ ≥ ε and δ + (b− 1)γ = 1;

b2 − b(j − 2) + 1) (0, . . . , 0, 1; 1−ε
b−1 , . . . ,

1−ε
b−1 , ε);

b2 − b(j − 2) + 2) (0, . . . , 0, 1; 1−2ε
b−2 , . . . ,

1−2ε
b−2 , ε, ε);

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

b2 − b(j − 3)− 1) (0, . . . , 0, 1; 1− (b− 1)ε, ε, . . . , ε, ε).

Maxima candidates for an upper bound on M̂3

1) (σ, 1−σb−1 , . . . ,
1−σ
b−1 ;φ,

1−φ
b−1 , . . . ,

1−φ
b−1 )

where 0 ≤ σ, φ ≤ ε;

2) (σ, α, . . . , α, β;φ, 1−φb−2 , . . . ,
1−φ
b−2 , 0)

where 0 ≤ σ, φ ≤ ε and β + (b− 2)α = 1− σ;

3) (σ, α, . . . , α, β, β;φ, 1−φb−3 , . . . ,
1−φ
b−3 , 0, 0)

where 0 ≤ σ, φ ≤ ε and 2β + (b− 3)α = 1− σ;

4) (σ, 0, α, . . . , α, β;φ, γ, δ, . . . , δ, 0)
where σ, φ ≤ ε, σ + β + (b− 3)α = 1 and φ+ γ + (b− 3)δ = 1;

5) (σ, 0, α, . . . , α, β, β;φ, γ, δ, . . . , δ, 0, 0)
where 0 ≤ σ, φ ≤ ε, σ + 2β + (b− 4)α = 1 and φ+ γ + (b− 4)δ = 1;

6) (σ, 0, 0, α, . . . , α, β, β;φ, γ, γ, δ, . . . , δ, 0, 0)
where 0 ≤ σ, φ ≤ ε, σ + 2β + (b− 5)α = 1 and φ+ 2γ + (b− 5)δ = 1;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j+1)(b−j+2)

2 ) (σ, 0, . . . , 0, α, . . . , α, β, . . . , β;φ, γ, . . . , γ, δ, . . . , δ, 0, . . . , 0)
where 0 ≤ σ, φ ≤ ε, σ+(b− j)β+(2j− b−1)α = 1 and φ+(b− j)γ+(2j− b−1)δ = 1;

(b−j+1)(b−j+2)
2 + 1) (σ, 0, 1−σb−2 , . . . ,

1−σ
b−2 ; 0, 1, 0, . . . , 0)

where 0 ≤ σ ≤ ε;

(b−j+1)(b−j+2)
2 + 2) (σ, 0, 0, 1−σb−3 , . . . ,

1−σ
b−3 ; 0, 1, 0, 0, . . . , 0)

where 0 ≤ σ ≤ ε;
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· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j+1)(b−j+2)

2 + b− j) (σ, 0, . . . , 0, 1−σj−1 , . . . ,
1−σ
j−1 ; 0, 1, 0, . . . , 0)

where 0 ≤ σ ≤ ε.

Maxima candidates for M̂4

1) ( 1b , . . . ,
1
b ;

1
b , . . . ,

1
b );

2) (0, 1
b−1 , . . . ,

1
b−1 ; γ, δ, . . . , δ)

where γ + (b− 1)δ = 1;

3) (0, α, . . . , α, β; γ, δ, . . . , δ, 0)
where (b− 2)α+ β = 1 and γ + (b− 2)δ = 1;

4) (0, 0, 1
b−2 , . . . ,

1
b−2 ; γ, γ, δ, . . . , δ)

where 2γ + (b− 2)δ = 1;

5) (0, 0, α, . . . , α, β; γ, γ, δ, . . . , δ, 0)
where (b− 3)α+ 2β = 1 and 2γ + (b− 3)δ = 1;

6) (0, 0, α, . . . , α, β, β; γ, γ, δ, . . . , δ, 0, 0)
where (b− 4)α+ 2β = 1 and 2γ + (b− 4)δ = 1;

· · · ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(b−j+1)(b−j+2)

2 ) (0, . . . , 0, α, . . . , α, β, . . . , β; γ, . . . , γ, δ, . . . , δ, 0, . . . , 0)
where (2j − b)α+ (b− j)β = 1 and (b− j)γ + (2j − b)δ = 1.
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