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Capitolo 1

Nozioni preliminari

1.1 Relazioni su un insieme

Definizione 1.1.1: Relazione su un insieme

Una relazione su un insieme A ¢ un qualunque sottoinsieme di R del prodotto cartesiano A X A.
Una relazione R su un insieme A si dice:

e riflessiva se, per ogni a € A, aRa;
e simmetrica se, per ogni a,b € A, aRb allora a = b;
e antisimmetrica se, per ogni a,b € A, aRb e bRa allora a = b;

e transitiva se, per ogni a,b,c € A, aRb e bRc allora aRc;

Definizione 1.1.2: Relazione d’ordine totale

Una relazione d’ordine R su un insieme A si dice relazione d’ordine se ¢ riflessiva, antisimmetrica e
transitiva. Se inoltre, gli elementi di A sono a due a due confrontabili, cioe, per ogni a,b € A, risulta aRb
oppure bRa, la relazione R si dice relazione d’ordine totale.

1.2 Strutture algebriche

Definizione 1.2.1: Gruppo

Sia (G, %) un insieme con un’operazione x. La struttura (G, %) si dice gruppo se:
e l'operazione * € associativa;
e esiste in G ’elemento neutro;
e ogni elemento di g € G ¢ simmetrizzabile.

Se l'operazione x soddisfa anche la proprieta commutativa, il gruppo si dice abeliano.
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Definizione 1.2.2: Campo

| CD

Sia A un insieme sul quale sono definite due operazioni che indichiamo con i simboli "+” e ”-” e che
chiamiamo somma e prodotto rispettivamente. La struttura (A, +, ) & un campo se sussistono le condizioni
seguenti:

e (A, +) ¢ un gruppo abeliano il cui elemento neutro ¢ indicato con 0;
e (A\{0},-) € un gruppo abeliano con elemento neutro e # 0;

e valgono le proprieta distributive (sinistra e destra) del prodotto rispetto alla somma, cioé per ogni
a,b,ce A
a-b+c)=a-b+a-c; (a+b)-c=a-c+b-c

1.3 DMatrici

Definizione 1.3.1: Matrice

J

Dato un campo K si dice matrice di tipo m X n su K una tabella del tipo:

ai1  ai2 Ain

az1 422 A2pn
A= .

Am1 Am2 .. Amn

avente m righe ed n colonne, i cui elementi 4;; sono elementi di K.

Definizione 1.3.2: Matrice quadrata

Una matrice di tipo n X n ¢ detta matrice quadrata di ordine n. Queste vengono indicate con M (K).

Definizione 1.3.3: Prodotto righe per colonne

| r

Date le matrici A = (a;3) € K™"(K) con i € I,;,h € I, e B = (byj) € K"P con h € I,,] € I, si dice
prodotto righe per colonne di A per B la matrice

A-B=(cij) coni€ly, jel, ove

Cij = ailblj + 111'2172/' TP ooo AP ainbn/ = Z aihbhj
hel,

Esempio 1.3.1
Prendiamo per esempio le due matrici:

Il loro prodotto ¢
-3:-(=5)+0-0+2-1 -3-(-1)+0-1+2-1 -3-24+0-(-2)+2-3
—4-(=5)+7-0+1-1 —4-(-)+7-1+1-1 —4-24+7-(-2)+1-3
Quindi
21 12 -19

A_B=(17 5 0)
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Definizione 1.3.4: Matrice identica

L’elemento neutro delle matrici quadrate di ordine #n & la matrice identica, cioe la matrice:

10 ... 0
0 1 0
0 0 1

Definizione 1.3.5: Trasposta di una matrice

Sia A = (a;j) una matrice di K"™". Si dice trasposta di A la matrice K" ottenuta scambiando tra loro
le righe con le colonne, cioe A = (bji) ove bj; = a;j per ogni i € I, e j € Iy.
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Spazi vettoriali

2.1 Generalita

Definizione 2.1.1: Spazio vettoriale ]

Siano K un campo e V un insieme. Si dice che V & uno spazio vettoriale sul campo K, se sono definite
due operazioni: un’operazione interna binaria su V, detta somma, + : VXV — V e un’operazione estrema
detta prodotto esterno o prodotto per scalari, - : KXV — V, tali che

e (V,+) sia un gruppo abeliano;

e il prodotto esterno - soddisfi le seguenti proprieta:
—(h-k)-v=h-(k-v) VhkeK e VoeV
—(h+k)y-v=h-v+k-v Yh,keK e VYoeV
—h-(v+w)y=h-v+h-w YheK e Yo,weV
—1l-v=0v VveV

Gli elementi dell’insieme V sono detti vettori, gli elementi del campo K sono chiamati scalari. L’elemento
neutro di (V,+) & detto vettor nullo e indicato 0 per distinguerlo da 0, zero del campo K. L’opposto di ogni
vettore v viene indicato con -v.

Teorema 2.1.1
Sia V uno spazio vettoriale sul campo K, siano k € K e v € V. Allora

kv =0 & k=0 oppure v =0

2.2 Sottospazi di uno spazio vettoriale

Definizione 2.2.1: Sottospazio vettoriale

Sia @ # U C V, diremo che U ¢ sottospazio vettoriale di V se & esso stesso uno spazio vettoriale rispetto
alla restrizione delle stesse operazioni.

Proposizione 2.2.1 Primo criterio di riconoscimento

Sia V(K) uno spazio vettoriale e sia @ # U C V un suo sottoinsieme. Il sottoinsieme U & uno spazio
vettoriale di V se, e soltanto se, sono verificate le seguenti condizioni:

1. Yu,u el u+u el
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2. VkeK, Vuel kuel

Proposizione 2.2.2 Secondo criterio di riconoscimento

Sia V(K) uno spazio vettoriale sul campo K e sia @ # U C V, U & sottospazio di V(K) se e soltanto se

hvi+kvo el Vv, vo€lU e h,kekK

2.3 Indipendenza e dipendenza lineare

Definizione 2.3.1: Combinazione lineare

Siano v1, vy, ..., v, € V(K) si dice combinazione lineare di vettori v, vs, ..., U, ogni vettore v:

U:k1"01+k2"02+...+kn'vn con kl,kg,...,kn e K

Definizione 2.3.2: Sistema di vettori libero

Sia V(K) e sia A un sistema di vettori di V(K), A = [v1,02,...,0,], allora A si dice libero se I'unica
combinazione lineare di vettori di A che da il vettore nullo ¢ a coefficienti tutti nulli

Q=k1'01+k2‘02+...+kn'?)n — k1=k2=...=kn ZQ

Se A e libero i suoi vettori si dicono linearmente indipendenti.

Definizione 2.3.3: Sistema di vettori legato

Sia V(K) e sia A un sistema di vettori di V(K), A = [v1, 2, ..., v,], allora A si dice legato se non ¢ libero.
Quindi:
3k, ko, ..., ky non tutti nulli: 0=ky -0y +ky-va+ ... +ky -0y

Se A e legato i suoi vettori si dicono linearmente dipendenti.

. J

Qui di seguito daremo delle proposizioni riguardo ai sistemi liberi e legati:

Proposizione 2.3.1

Sia A = [v1, 02, ..., U, ] un sistema di generatori di V(K). Se 0 appartiene ad A, il sistema A & legato.

Dimostrazione: Sia 0 € A, senza perdita di generalita, possiamo supporre che 0 = v; quindi:

1-v7+40-v2+...40-0,=1-0+0=0 = A ¢ legato

Proposizione 2.3.2

Sia A = [v1, 03, ..., 0, ] un sistema di generatori di V(K). Se in A appaiono due vettori proporzionali allora
A ¢ legato.

Dimostrazione: Senza perdita di generalitd possiamo supporre che v; = kv, e quindi:

1oy + kva +0vs + ... + 00y, =01 —kva +0=0 = A ¢ legato
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Proposizione 2.3.3

Sia A = [v1, 03, ..., U, ] un sistema di generatori di V(K). A & legato se e solo se almeno uno dei vettori si
puo riscrivere come combinazione lineare degli altri.

Dimostrazione: = : Per ipotesi A ¢ legato e quindi:
0 = k101 + kov2 + ... + kv, con almeno un k; =0

Senza perdita di generalita supponiamo che k; # 0

1
—klvl = kQUQ + ...+ kn'Un U1 = k—l(—kQUg - .= ann)
vy = —Ev Ev k—"v
1= kl 2 k1 3 k1 n

e quindi v; ¢ combinazione lineare di v, ..., v,.
&= Per ipotesi uno dei vettori di A ¢ combinazione lineare degli altri e senza perdita di generalita:

U1 = k202+k3U3+...+ann Q: —-1v, +k2?]2+...+kn'0n
siccome —1 # 0 A ¢ legato.

Proposizione 2.3.4

Sia A = [v1,02,...,0,] un sistema di generatori di V(K) e sia u € V(K). Se AU {u} & legato, allora u ¢
combinazione lineare dei vettori di A.

Dimostrazione: Per ipotesi AU {u} ¢ legato, cioe:
Akq, ka, ..., ky, b € K non tutti nulli : 0= kyvy + kova + ... + kyv, + bu
sia per assurdo b = 0
0=kivy + kovg + ... + kyv, con ky #0 = A & legato, assurdo! — b #0

—bu = kyoy + kavo + ... + kv, u = —%01 - %02 - = kb—nvn

=— u ¢ combinazione lineare dei vettori vq, v, ..., Uy

Proposizione 2.3.5

Sia A = [v1,0s, ..., 0] un sistema di generatori di V(K) e sia B 2 A sistema di vettori di V(K). Se A &
legato allora anche B ¢ legato.

Dimostrazione:
3ky, ks, ..., ky € K non tutti nulli : 0 = k101 + kovs + ... + k0,
Se B = [v1,03, ..., 0y, W1, Wa, ..., Wy ] allora
0=kyvy + kova + ... + kv, + 0wy + 0wy + ... + 0wy,
= B ¢ legato.

Proposizione 2.3.6

Sia A = [v1,02,...,U,] un sistema di generatori di V(K) e sia B C A sistema di vettori di V(K), se A ¢
libero, allora B ¢ libero.

Dimostrazione: Sia, per assurdo, B legato, allora per la proposizione precedente anche A ¢ legato. Assurdo!
Quindi B e libero.
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2.4 Sistemi di generatori di uno spazio vettoriale

Definizione 2.4.1: Sistema di generatori

Sia A sistema di vettori di V(K). A si dice sistema di generatori di V(K) se ogni v € V(K) si puo scrivere
come combinazione lineare di un numero finito di vettori di A.

Definizione 2.4.2: Copertura lineare

Sia A un sistema di vettori di V(K) si dice copertura (o chiusura) lineare di A l'insieme £(A) di tutte le
combinazioni lineari di sottoinsiemi finiti di A.

—+4{ NB. }

Dato A sistema di vettori di V(K)

1. L(A) ¢ il piu piccolo sottospazio di V(K) che contiene A
2. L(A) < V(K)
3. L(L(A) =LA

Ogni spazio vettoriale ammette un sistema di generatori e:
e se V(K) ammette un sistema di generatori finito = V/(K) si dice finitamente generato.

e se ogni sistema di generatori di V(K) ha cardinalita infinita = V/(K) non & finitamente generato.

2.5 Basi e dimensione

Lemma 2.5.1

Sia S = [v1, 02, ..., Uy] un sistema di generatori per uno spazio vettoriale V(K), e sia v € S combinazione
lineare degli altri vettori (linearmente dipendente dagli altri) = S\{v} & sistema di generatori per V(K)

Dimostrazione: Sia, senza perdere di generalita, v; combinazione lineare di v, v3, ..., vy

U1 = kQUQ + k303 + ...+ knvn

sia v € V(K)
0= hlvl + hQUQ + ...+ hnvn = hl(kgvg + ...+ ann) + h27]2 + ...+ hnvn
0 = (hikg + ho) v2 + ... + (hiky + hy) vy € L([02,03, ..., vn]) = L(S\{v1})
N———— N—
ek ek
— S\{v1} & un sistema di generatori.

Teorema 2.5.1

Sia V(K) uno spazio vettoriale finitamente generato, non banale (V(K) # {0}), allora esso ammette un
sistema libero di generatori.

Dimostrazione: sia A = [vy,0s,...,0,] un sistema di generatori per V(K), abbiamo due possibilita:
1. A ¢ libero = A & un sistema di generatori libero;

2. A élegato = dv € A combinazione lineare degli altri, senza perdita di generalita possiamo porre
v=v; = A\{v1} = A; ¢ sistema di generatori.
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Se ci troviamo nel secondo caso possiamo reiterare il procedimento e trovare As — A3z — ... finché non arriviamo
ad un sistema libero di generatori.

Osserviamo che A contiene almeno un v € A : v # 0, questo perché A, =[0] e v, # 0 perché A £ {0} = A,
& necessariamente libero.

Definizione 2.5.1: Base

Sia S = (v1, 02, ..., Uy) sequenza libera di vettori di V(K). S ¢ detta base se e solo se S ¢ una sequenza
libera di generatori.

Definizione 2.5.2: Base canonica di R”

((1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)) & una base canonica per R".

Lemma 2.5.2 Lemma di Steinitz

Sia V(K) uno spazio vettoriale finitamente generato. Sia B = [v1, Vs, ..., U] sistema di generatori e A =
[uq, us, ..., Uy ] sistema libero. Allora la cardinalita di A sarad sempre minore o uguale a quella del sistema
di generatori. (m < n)

Dimostrazione: Sia per assurdo m > n, poiché B genera V(K) u; si scrive come:
Uy = k1o + kove + ... + knvn
Essendo A libero u; #0 = ki, ko, ..., k;, non sono tutti nulli = senza perdita di generalita ky # 0

1
—klvl =-u; + kgvg + ...+ knvn 01 = k—(u1 - k2?}2 - .= k,,vn)
1

— U1 € L([MIIUQIU?)/'”/ Z)l’l])

B ¢ sistema di generatori, BU {u; } ¢ sistema di generatori, di conseguenza (B U {uy }\{v1}) = By = [u1, 02, ..., 0y]
¢ ancora sistema di generatori per V(K).
Allo stesso modo posso riscrivere

Us = auq + I’ZQUQ + h303 + ...+ I’ann con «, hQ, I’lg, cey I’Zn e K

Se avessimo ho = hg = ... = h,; = 0 Uy = @ ma cid non pud succedere perché A ¢ libero = 3Jh; # 0 e senza
perdita di generalita supporremo hs # 0 quindi:

1
—hovy = iy — Ug + h3v3 + ... + h,0, Vg = h—(—aul +ug — hgvg — ... — hyvy)
2

vy & linearmente dipendente da By = [uy,us,vs,...,0,] € Ba, per lo stesso motivo di By & ancora sistema di
generatori.

Ora immaginiamoci di reiterare il procedimento n volte fino a trovare un sistema B,, = [u1, Us, ..., Uy]. Siccome
avevamo supposto che m > n essendo B, sistema di generatori dovremo essere in grado di scrivere anche ;41
come combinazione lineare dei vettori di B, cioe:

Up+1 € L(Bn) Upy+1 = AU + Qolg + ... + AplUy

questo comporta che A sia legato, ma questo e assurdo! — m < n.

Teorema 2.5.2

Sia V(K) uno spazio vettoriale finitamente generato e siano By e Bs due sue basi, le loro cardinalitd sono
uguali:
Bl :(01102/"-1071) B2 = (u1/u2r”-/uﬂ) m=n

Dimostrazione: Per dimostrarlo e sufficiente applicare il lemma di Steinitz
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e B; sistema di generatori, Bs sistema libero =— n > m;
e B, sistema di generatori, B; sistema libero — m > n.

m>nen>m < n=m.

Definizione 2.5.3: Dimensione

Dato uno spazio vettoriale finitamente generato, non banale, chiamiamo dimensione di V la cardinalita
di una qualsiasi delle sue basi. Inoltre se V = {0} poniamo la dim(V) =0

Qui di seguito enunciamo una serie di conseguenze del lemma di Steinitz.

Proposizione 2.5.1

Sia V,,(K) uno spazio vettoriale di dimensione n su K e sia S = [v1, 03, ..., ;] un sistema di generatori.
Allora S ¢ libero.

Dimostrazione: Sia B = [wy,ws,...,w,] una base di V,(K). Sia per assurdo S legato. Senza perdita di
generalitd v, = kovg + k3vz + ... + k,v,. Allora S’ = S\{v1} ¢ ancora sistema di generatori. |S’| = n —1 > |B|
perché B e libero per il lemma di Steinitz. Assurdo!. Quindi S & libero.

Proposizione 2.5.2

Sia V(K) uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K. Sia S = [v1, 75, ..., U,] un sistema libero.
Allora S & anche un sistema di generatori.

Dimostrazione: Sia B = [wy,ws, ..., w,] una base di V(K), supponiamo per assurdo che S non generi.
= FveVconv#0
S’ = SU{u} & ancora libero, supponiamo per assurdo che non lo sia:
sia 0 = k101 + kovo + ... + kyv, + a@v con a # 0

altrimenti avremmo: 0 = k101 + kova + ... + k0,

1
0= E(—klvl - kQUQ - ann) € L(S)
= v € L(S) assurdo! Contro 'ipotesi che v ¢ £(S) = &’ ¢ libero.
S|=n+1< |B| =n — per il lemma di Steinitz
—_————— ———
sistema libero sequenza di generatori
Assurdo! = S ¢ un sistema di generatori.

Proposizione 2.5.3

m vettori in V,,(K) con m > n sono sempre linearmente dipendenti.

Dimostrazione: Siano per assurdo [v1,0s, ..., U], m vettori linearmente indipendenti con m > n. Sia B una
base di V,(K). m = |S = [v1, 02, ..., vn]| < |B| = n per il lemma di Steinitz. Ma per ipotesi m > n, assurdo!

Proposizione 2.5.4
m vettori in V,;(K) con m < n = mnon possono generare.
Dimostrazione: siano v1,0s, ..., Uy per assurdo m vettori che generano V;,(K) con m < n allora:
m=|S =[vy,0s,...,0,]| = |B|=n con m >n per il lemma di Steinitz

Assurdo! Va contro all’ipotesi.
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Teorema 2.5.3 Teorema di caratterizzazione delle basi

Sia B = (v1, 02, ...,v;) una sequenza di vettori di V(K). B & una base se e solo se ogni vettore di V si puo
scrivere in maniera univoca come combinazione lineare dei vettori di B.

Yo eV, 3! U=k101+k202+...+knvn ki e K

Dimostrazione: = sia B una base di V. Per ogni v si ha che v € L(B) perché B ¢ una sequenza di generatori.
Supponiamo per assurdo che esista v € V:

v=0v=kivy+kova + ... + k0, = h1v1 + hova + ... + h,v, con almeno un k; # h;

(k1 = h1)vy + (ke = ho)va + ... + (ky — hy)v, =0

B ¢ una sequenza libera, quindi (k; — h;) = 0 = k; = h; perché 'unica combinazione lineare che da il vettore
nullo & quella a coefficienti tutti nulli. Ma avevamo supposto che k; # hj = assurdo! — 3! la combinazione
lineare dei vettori di B che da v (Vv € V).

&= per ipotesi Yo € V 3! combinazione lineare dei vettori di B che da v. B ¢ una sequenza di generatori, cioe
Vv € V. = v € L(B). Supponiamo per assurdo che B sia legato = 3Jk; € K non nullo:

Q=k101+k202+...+kn0n 92001+002+...+Ovn

quindi esistono almeno due combinazioni lineari di B che danno 0. Dato che 0 € V per ipotesi esiste un unica
combinazione lineare dei vettori di B che da 0. Assurdo! Quindi B ¢ una sequenza libera e B ¢ una base per
V.

Definizione 2.5.4: Componenti di un vettore rispetto ad una base

Sia B = (v1, 03, ...,0,) una base di V,(K) e sia v € V. Chiameremo componenti di v rispetto alla base B
la sequenza (kq, ko, ..., ky):

0= klvl P kQUQ 9P ooo AP knvn

Proposizione 2.5.5

Sia V},(K) uno spazio vettoriale di dimensione # sul campo K, allora V,,(K) ammette almeno un sottospazio
di dimensione m Y0 < m < n.

Dimostrazione: sia B = (v1,v,,...,0,) una base di V,(K) e sia 0 < m < n, ci sono due possibilita:
1. m=0 = {0 } & il sottospazio voluto;
2. 0<m<nequindi S = (v1,02,..., V)
ZL(S) ha dimensione m perché S ¢ libero (S C B) e genera, per definizione £(S).
Proposizione 2.5.6
Siano U, W < V,(K) e sia U < W, allora:
1. dim(U) < dim(W)
2. U=W — dim(U) = dim(W)

Dimostrazione: Dimostriamo i due punti:
1. Sia B base per U e B’ base per W, se per assurdo

dim(U) = |B| > dim(W) = |B|

sequenza libera di W genera W

contro il lemma di Steinitz.
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2. = ¢ banale;
<= sia per assurdo U < W e sia B base di U, allora

|B| = dim(U) = dim(W)

quindi B ¢ una base anche per W — L(B) =W =— W = U Assurdo!

Teorema 2.5.4 Teorema del completamento ad una base

Sia V}(K) uno spazio vettoriale di dimensione n e sia A = (v1, 3, ...,0p), ove p < n, una sequenza libera di
vettori in V,(K). Allora, in una qualunque base di B di V,,(K), esiste una sequenza B’ di vettori, tale che
AU B’ & una base di V,,(K).

2.6 Intersezione e somma di sottospazi

Proposizione 2.6.1

Sia V,,(K) uno spazio vettoriale di dimensione 7 sul campo K e siano U, W <V = U NW ¢ sottospazio
di V.

Dimostrazione: Richiamo il secondo criterio di riconoscimento dei sottospazi. U N'W & un sottospazio di V
&= e sottoinsieme non vuoto di V:

Yo, v e UNW, Vkl,kg ek, k1'01+k202 eUnNW

UNW & sottoinsieme non vuoto di V', perché U CV, W CVe0eUNW. Siano ora vy, v € UNW e ky, ko € K,
osserviamo per il secondo criterio di riconoscimento che kyv1 + kove € U e per lo stesso motivo k101 + kovg € W
= kiv1+kovao e UNW = U NW & un sottospazio vettoriale.

—+4 NB. }

Sotto le stesse ipotesi della proposizione precedente abbiamo che U U W non e un sottospazio a meno che
U C W oppure W C U.

Definizione 2.6.1: Spazio di somma )

Dati U e W < V spazio vettoriale di dimensione #n su K definiamo lo spazio di somma come:

U+W:={u+w|ueleweW}

Proposizione 2.6.2
Dati U e W <V spazio vettoriale di dimensione n su K abbiamo che: U+ W <V

Dimostrazione: Osserviamo che U+ W CV perchédatoueleweW, ueVeweV = u+weV,il
quale non & vuoto perché 0 € U + W. Siano v1,v2 € U+ W e siano ki, ke € K

k1 . U1 +k2 . V2 = kl(ul + wl) + k2(u2 + EUQ) = (klul + klwl) + (k2u2 + k2w2)
—— —— —_——— | S
=uy +wy = Uz + W2 uz € U per il 2° criterio w3 € W per il 2° criterio

= us+wzeU+W = peril 2° criterio U+ W <V
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Proposizione 2.6.3
Siano U, W < V,,(K) allora U + W ¢ il piu piccolo sottospazio di V' che cotiene U U W; equivalentemente

LUUW)=U+W

Definizione 2.6.2: Somma diretta

Dati U, W < V,,(K) diremo che U + W & somma diretta se Yo € U + W pud essere scritto come unico modo
come u + w. Equivalentemente

VoelU+W dueleweW: v=u+uw

Se U + W ¢ una somma diretta allora la indicheremo con U & W.

Proposizione 2.6.4
Siano U, W < V,(K) allora U® W < UNW ={0}.

Dimostrazione: == Siano U, W in somma diretta e sia, per assurdo: x e UNW con x #0. Siav =u +w
conu €U e w € W. Consideriamo

V+X—X=0 D 0=U+wW+x—-XxX=uUu+x+w—-—x=u; +w,
—— Y——
eu ew

u=u+x e w=uw-—x poiché la somma & diretta = x =0 = Assurdo! = UNW = {0}
&= Siano U,W: UNW = {0} e supponiamo per assurdo che esista v e U + W :

V=u +wW; e U =1uUy+ ws con uj,us €U e wi,wa €W e (uy,wy) # (U, wo)

U+ W] =Us+We TVa=Uj—Us=Wey—w1 EUNW
—_——— — —
el eWw

= U1 —uy=0 e wy—w; =0

= U] =Uy € Wi = W3y

che & assurdo! Questo perché avevamo supposto che v avesse due scritture distinte come somma i elementi di

UeW.
= A (uy,w1): u,eld e wieW: v=u+wielddW

Corollario 2.6.1
Siano U, W < Vy(K) alloraV=UW — U+W =V eUNW ={0}.

—+t NB. }

Siano U, W < V,,(K) e sia B; una base di V e By una base di W = Bj U By & sequenza di generatori per lo
spazio U + W. In generale 'unione di due basi, non ¢ a sua volta una base per U + W.

Proposizione 2.6.5
Siano U, M < V,,(K) : U@ W e sia A una sequenza libera di vettori di U e B una sequenza libera di vettori
di U. Allora A U B & una sequenza libera di vettori della U & W.




2.6. INTERSEZIONE E SOMMA DI SOTTOSPAZI

17

Dimostrazione: Siano A = (uy,Us, ..., ux) e B = (w1, ws, ..., wy) e supponiamo per assurdo che a1, as, ..., ax € K

e by, by, ..., by € K, quindi per assurdo sia legata la combinazione lineare:
0=ajuy +asus + ... + agug + bywy + bows + ... + bywy non tutti nulli

—(a1uy + aso + ... + aguy) = bywy + bows + ... + bywy,

el eW
= 0=bywi +byws+ ... +bywy e 0=ajuy +asus + ...+ awy
ma A e B sono sequenze libere quindi a; =a, =...=a, =0 e by =by=..=b, =0
= Ray,as, ..., ax, by, bs, ..., by, non tutti nulli:
0 =ayuy + asus + ... + agux + bywy + bows + ... + byw, = Assurdo!

— A UB ¢ una sequenza libera.

Corollario 2.6.2

Proposizione 2.6.6 Formula di Grassmann
Dati U, W < V,,(K) abbiamo che:

dim(U + W) + dim(U N W) = dim(U) + dim(W)

Siano U, W € V,,(K) : U ® W e siano By e By basidi U e W = By U By ¢ una base per U & W.

Definizione 2.6.3: Complemento diretto

Sia W < V,(K) si dice complemento diretto di W in V uno spazio U <V : U W =V.

—+4 NB. }

generale questo non € unico.

Un complemento diretto di W in V esiste sempre e si trova estendendo una base di W a una base di V. In




Capitolo 3

Sistemi lineari

3.1 Determinante di una matrice quadrata

Definizione 3.1.1: Determinante

Sia A = (a;;) una matrice quadrata, di ordine 7, a elementi in un campo K. Si dice determinante di A,
e si scrive |A| oppure det(A), I'elemento di K definito ricorsivamente come segue:

l.sen=1 A=(an) det(A) = |A] = a1

2.sen>1 A= aij det(A) = (—1)1+1a11 det A;q + (—1)1+2ﬂ12 det Ao + ... + (—1)1+nﬂ1n det A1,

air a2\ . : 3

Se A = , il suo determinante ¢ |[A| = a11a22 — d12a21.
ag1  a22

Mentre se

a1 412 43
A= ax az d3
az1 4asz2 4as3

Allora la il determinante di A ¢

|A| = a11a22a33 + a13021032 + A12023031 — A13A22032 — 1102332 — A12021433

Definizione 3.1.2: Complemento algebrico

Sia A = (a;j) una matrice quadrata di ordine 7, a elementi in campo K. Si dice complemento algebrico
dell’elemento ay, e si indica I'yg, il determinante della matrice quadrata di ordine n — 1, ottenuta da A
sopprimendo la h-esima riga e la k-esima colonna, preso con il segno (—1)"+k.

Teorema 3.1.1 Primo teorema di Laplace

Data la matrice quadrata di ordine n, la somma dei prodotti degli elementi di una sua riga (o colonna),
per i rispettivi complementi algebrici, € il determinante di A.

Pertanto, la formula per il calcolo del determinante di A = (a;;) rispetto alla a i-esima riga ¢

n
|A] = Zai]'rl’/ Vi=1,2,..,n
=1

rispetto alla j-esima colonna e
n

|A| = Zaijl“ij Vi=1,2,..,n
i=1 18
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Teorema 3.1.2 Secondo teorema di Laplace

Sia A una matrice quadrata di ordine n. La somma dei prodotti degli elementi di una sua riga (o colonna)
per i complementi algebrici degli elementi di un’altra riga (o colonna) vale zero. Quindi

aﬂl‘jl + a,«Ql"jg + ...+ ainl"jn =0 i+ ]

AeM,(K) = 7
alil"lj + agil"gj +...+ anil"n]- =0 1#]

Teorema 3.1.3 Teorema di Binet

Date due matrici quadrate di ordine n, A e B, il determinante della matrice prodotto A - B & uguale al

prodotto dei determinanti di A e B, cioe
|A - B| = |Al|B|

3.2 Matrici invertibili

Definizione 3.2.1: Matrice invertibile

Una matrice quadrata, di ordine n, si dice invertibile quando esiste una matrice B, quadrata e dello
stesso ordine, tale che A-B = B-A = I, dove I, & la matrice identica di ordine n. La matrice B si dice
inversa di A e si indica A™!.

Teorema 3.2.1
Sia A € M, (K); allora A & invertibile <= |A| # 0 e in tal caso
1
=i t
=—"'A
Al

dove A, si chiama matrice aggiunta di A ed ¢ la matrice ottenuta da A sostituendo ogni elemento con
il suo complemento algebrico I'.

3.3 Dipendenza lineare e determinanti

Definizione 3.3.1: Minore

Sia A € K™". Si chiama minore di ordine p estratto da A, con p € N, p # 0, p < min{m,n}, una
matrice quadrata di ordine p ottenuta cancellando m — p righe e n — p colonne da A.

Teorema 3.3.1

Una sequenza S = (v1,0s,...,0,) di n vettori dello spazio vettoriale V,(K) & libera se, e soltanto se, la
matrice A, che ha nelle proprie righe (o colonne) le componenti dei vettori di S in una base di V;,(K), ha
determinante non nullo ed ¢ legata se, e soltanto se, tale matrice A ha determinante nullo.

Definizione 3.3.2: Rango di una matrice

Sia A una matrice di K™"(K). Si dice rango della matrice A, e si scrive p(A), ordine massimo di un
minore estraibile da A con determinante non nullo.
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Osservazione: Data la matrice A di K"™"(K)
1. p(A) =0 & A ¢ la matrice nulla;
2. p(A) = pltA) ;
3. p(A) < min(m, n).

Definizione 3.3.3: Spazio delle righe e delle colonne

Data una matrice A, avente m righe ed n colonne, si dice spazio delle righe di A, e si indica L(R),
il sottospazio K"(K) generato dalle righe di A. Si dice spazio delle colonne di A, e si indica £(C), il
sottospazio vettoriale di K™ (K) generato dalle colonne di A.

Teorema 3.3.2 Teorema di Kronecker

Gli spazi vettoriali L(R) ed L(C), di una matrice A € K™""(K), hanno la stessa dimensione e tale dimensione
coincide con il rango di A. Cioe:

dim(L(R)) = dim(L(C)) = p(A).

Dimostrazione: Dimostriamo che dim(L(R)) = p(A). La dimostrazione per quanto riguarda le colonne &
completamente analoga. Sia s = dim(L£(R)) = abbiamo s righe linearmente indipendenti nella matrice A e
quindi per il teorema precedente esiste un minore in A di ordine s a determinante non nullo. Pertanto p(A) > s.
Sia per assurdo p(A) = r > s, dovrebbe esistere in A un minore di ordine r a determinante non nullo. Se
chiamiamo ora S = (Rq,Rs,...,R,) la sequenza di righe nella matrice A, la matrice A ha un minore di ordine r
non singolare e di conseguenza & libera. Quindi

dim L(R) > dim L(S) = r > s = dim L(R).
Ma questo ¢ un assurdo! Quindi

p(A)=r<s=dimL(R) = r=s.

Corollario 3.3.1

Se A & una matrice quadrata di ordine 7, con elementi in un campo K, le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. |A|#0;
2. A ¢ invertibile;
3. p(A) =n;
4. le righe sono linearmente indipendenti e, quindi, sono base di K";

5. le colonne sono linearmente indipendenti e, quindi, sono base di K".

Teorema 3.3.3 Teorema degli orlati

Una matrice A € K™"(K) ha rango p se, e solo se, esiste un minore M di ordine p a determinante non
nullo e tutti i minori di ordine p + 1, che contengono M, hanno determinante nullo.

3.4 Sistemi lineari

Definizione 3.4.1: Sistema lineare

Un sistema lineare ¢ un insieme di m equazioni lineari in 7 incognite a coefficienti in campo K.
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Un sistema lineare si puo, quindi, indicare nel modo seguente:
A11X1 + a12X9 + ...+ a1, X, = by
A91X1 t AooXo + ...+ doyXy = b2

Ay X1+ Ay Xo + oo+ QynXy = by

con 4j, b; € K. Gli elementi ajj si chiamano coefficienti delle incognite, gli elementi b; si dicono termini noti.
La matrice m X n

a1 a2 . A1n

a1 a2 . Aon
A=

Am1 Am2 .. Amn

o

detta matrice dei coefficienti o matrice incompleta, la matrice n X 1

X1

X2
X =

Xn

detta delle matrice colonna delle incognite, mentre la matrice m X 1

o

by
by
B =
b
¢ detta matrice colonna dei termini noti. La matrice m X (n + 1)
al, cee A1n bl
as1 ... QOop bQ
A|B =
Am1  -.- Amn bm

o’

detta matrice completa. Infine, il sistema iniziale si puo riscrivere come: A - X = B, cioe

a aio e Aip X1 bl
as asa oo Aoy X9 bg
Am1  Am2  --- Amn Xn b

Definizione 3.4.2: Sistema omogeneo

Un sistema lineare si dice omogeneo quando tutti i termini noti sono nulli.

AX =0

Osservazione: Data A € K" A = (C1 Cy ... Cy ) ove le colonne C]- sono vettori di K™! e quindi
utilizzando questa notazione il sistema si puo scrivere come

x1C1 +x2Co+...+x,C, =B

Definizione 3.4.3: Sistema compatibile

Un sistema lineare in m equazioni ed 7 incognite ha soluzione, ovvero si dice che il sistema ¢ compatibile,
se esiste almeno una n-upla a1, as, ..., a, di elementi di K che risolve tutte le equazioni del sistema. Tale
n-upla e detta soluzione.
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Osservazione: Posto A =(Cy,Co,...,Cy)
ay
az
A . =B — a;1C;i+asCo+...+a,C, =B

Qn

che ¢ equivalente a dire che B & combinazione lineare delle colonne di A. Quindi il sistema ¢ risolubile se, e

soltanto se, B € L(Cy,Cs,...,Cy).

Teorema 3.4.1 Teorema di Rouché-Capelli

Un sistema lineare AX = B ¢ compatibile se, e soltanto se, p(A) = p(A|B).

Dimostrazione: ” — 7 Sia AX = B risolubile, = 3 (a1, as,...,a,): a1C1+a2Co+...+a,C, = B quindi

Be L(Cy,Cy,...,Ch) = dim L(Cyq,Cs,...,Cp,B) =dim L(Cy,Cy,...,Cy)

=p(A|B) =p(A)
= p(A|B) = p(A)
” &=" Per ipotesi abbiamo che p(A|B) = p(A). Quindi

dimL(Cl,CQ,...,Cn,B) =dim,£(C1,C2,...,Cn) - L(Cl,CQ,...,Cn,B) = L(Cl,CQ,...

= Be L(C1,Cs,...,Cy)
— 3(ki, ko, ..., kn): kiCi+koCo+... +kyCy =B

Quindi la n-upla (kq, ko, ..., k) € soluzione di AX = B e di conseguenza il sistema ¢ compatibile.

Teorema 3.4.2 Teorema di Cramer

Sia AX = B un sistema lineare in n equazioni ed n incognite. Se det(A) # 0 allora AX = B ammette

un’unica soluzione.

/CVl)

Dimostrazione: Sia |A| #0 &= n = p(A) = p(A|B) perché A|B ha n righe, quindi per il teorema di Rouché-
Capelli il sistema ¢ compatibile e ammette almeno una soluzione. Supponiamo ora per assurdo che non ammetta
soluzione unica, siano X; e X5 due soluzioni distinte di AX = B. Avremo che sia AX; = B e sia AXy = B, quindi

AX; = AXs. Ora ricordiamo che |A| # 0, quindi A & invertibile, percio
JAT: AT'A=1

Quindi possiamo giustificare la seguente equazione

A_l(AXl) = A_l(AXQ) — (A_lA)Xl = (A_lA)XQ — IX;=1Xy & X; =X

ma questo ¢ un assurdo! Poiché avevamo supposto che X; # X5, quindi esiste un’unica soluzione.

Indichiamo con B, la matrice ottenuta sostituendo a C; la colonna dei termini noti (B).
A= (Cll C2/ ey Cﬂ) Bl = (Cll CQ/ sy Ci—llB/ Ci+1/ ceey CH)
Se det(A) # 0 allora (X7, Xa, ..., X,) & data da:

X, = M — det(Bl)
YTA] T det(A)

Definizione 3.4.4: Sistema principale equivalente

eliminando m — p equazioni da AX = B tale che p(A’|B’) = p(A’) = p.

Sia AX = B un sistema compatibile, si dice sistema principale equivalente un sistema A’X = B’ ottenuto
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Teorema 3.4.3

Un sistema AX = B compatibile ha le stesse soluzioni di un suo sistema principale equivalente.

Osservazione: p(A) = p(A|B) se il sistema lineare & omogeneo e quindi & sempre compatibile. In particolare
0

X =] : | & sempre soluzione di AX = 0.
0

Definizione 3.4.5: Autosoluzioni

Le soluzioni di un sistema lineare omogeneo diverse dalla soluzione nulla si dicono autosoluzioni.

—+4 NB. }

Non & detto che un sistema lineare omogeneo ammetta autosoluzioni.

Proposizione 3.4.1

Un sistema lineare omogeneo AX = B = 0 ammette autosoluzioni se, e solo se, p(A) < n (con n numero di
incognite).

Corollario 3.4.1

Un sistema lineare omogeneo AX = B = 0 con A € M,(K) ammette autosoluzioni se, e soltanto se,
det(A) = 0.

Teorema 3.4.4

Sia AX = 0 un sistema lineare omogeneo con A € K"™" e sia S 'insieme delle sue soluzioni, allora S & un
sottospazio di K" di dimensione n — p(A).

Osservazioni:
1.0eS
2. se n — p(A) > 0 abbiamo autosoluzioni
3. Se B # 0 l'insieme delle soluzioni di AX = B non & un sottospazio di K" perché A0=0+#B = {0} ¢ S.

Proposizione 3.4.2

Sia AX = B un sistema lineare in m equazioni ed #n incognite, detto S 'insieme delle soluzioni abbiamo che

_J{xo+z: x0 €S, z€ S} se AX = B ¢ compatibile
0 se AX = B non ¢ compatibile

Definizione 3.4.6: Sistema lineare omogeneo associato

Dato AX = B sistema lineare in m equazioni ed n incognite diciamo che AX = 0 ¢ il sistema lineare
omogeneo associato a AX = B.

Proposizione 3.4.3

Le soluzioni di un sistema lineare compatibile AX = B sono tutte e sole del tipo X = Xo+ Z, ove Xp € una
soluzione particolare di AX = B e Z ¢ la soluzione di AX = 0, sistema omogeneo associato ad AX = B.
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Dimostrazione: Sia X soluzione di AX = B, poniamo Z = X-Xy &= X=Xo+Z
AZ =AX - X)) =AX -AXo=B-B=0
Quindi Z & soluzione del sistema lineare omogeneo associato ad A. Di conseguenza X=Xo+Z

Dato AX = B sistema lineare in m equazioni ed n incognite compatibile, le sue soluzioni sono tante quante quelle
del sistema lineare omogenco associato che costituiscono uno spazio vettoriale di dimensione n—p(A). Se il campo
¢ infinito, posto p(A) = p, si dice che le soluzioni sono co”? (cio¢ che I'insieme delle soluzioni dipende da n —p(A)
parametri).

Teorema 3.4.5

Sia AX = 0 un sistema lineare omogeneo in 1 incognite e sia p(A) = n — 1. Se si indica con A’X = 0
un sistema principale equivalente ad AX = 0 e si indicano con I'y, Ty, ..., T i determinanti dei minori di
ordine n — 1, ottenuti eliminando in A’ successivamente la prima, la seconda, ..., la n-esima colonna, allora
le soluzioni del sistema sono, al variare di A € K,

S = (AT}, ATy, ..., (~1)"*AT,)

3.5 Cambiamenti di base

In uno spazio vettoriale V;,(K), di dimensione n, siano B = (ey, e2,...,e,) e B" = (e}, e}, ..., e;) due basi assegnate.
Ogni vettore della base B’ si pud esprimere come combinazione lineare dei vettori della base B, cioe

e =dapie; taigez +...+adipey

€5 = dg161 + gzl + ...+ Ay

e, =ani1e1 + apaea + ...+ apney

con le seguenti posizioni

a1 a1 ... Aipn (41 €

’

ag1 doo ... Aoy (] , 62

A= P E = ed E' = .
Ap1 Ap2 ... Opn ey e,

il sistema si puo scrivere in forma compatta
E' = AE

Definizione 3.5.1: Matrice del cambiamento di base

La matrice A si dice matrice del cambiamento di base da B a B’.

Proposizione 3.5.1

La matrice A del cambiamento di base da B a B’ ¢ invertibile e A™! = A’.

Dimostrazione:
E=AE'=A'(AE)=(AAE = A'A=1I,

E'= AE = A(A'E') = (AA)E = AA' =1,

Stabiliamo il legame tra le componenti di uno stesso vettore v, rispetto a due basi diverse B e B’. Poniamo

’
X1 xl

X=| 1 |eX =

Xn X,
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Possiamo scrivere il generico vettore v € V,(K)
v =x1e1 + X0l + ...+ xpey = (X1,X9,...,x,)E ="XE
YY1 ’ 1 ’ ’ ’ ’ _t~r
v =xje] +xhes+...+xe, = (x1,x5,...,x,)E="X'E
v="'XE="'XE

Sostituendo si ha !XE = !X’AE, ove A ¢ la matrice del cambiamento di base da B a B’, quindi, dato che le
componenti dei vettori sono univocamente determinate

X =tAX’
X' =tA7'X

Possiamo dire quindi che le componenti di uno stesso vettore rispetto a due basi B e B’ sono legate dalla matrice
del cambiamento di base da B a B’.
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Autovalori, autovettori e
diagonalizzabilita

4.1 Ricerca di autovalori, polinomio caratteristico

Definizione 4.1.1: Polinomio ed equazione caratteristica

Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n, si dice polinomio caratteristico di A, e si indica pa(A), il
determinante della matrice A — Al,;, cioe

pa(A) = |A = AL

L’equazione pa(A) = |A — AL,| ¢ detta equazione caratteristica di A.

Definizione 4.1.2: Autovalori

Le radici del polinomio caratteristico si chiamano autovalori di A.

Definizione 4.1.3: Autospazio

Lo spazio delle soluzioni del sistema (A — XIH)X = 0, dove A& un autovalore, si chiama autospazio
associato a A e si indica con V7.

Definizione 4.1.4: Autovettori

I vettori non nulli dell’autospazio V3 si chiamano autovettori relativi a A

r

Osservazione: Si potrebbe dimostrare che se il polinomio caratteristico di A € M, (K) ha grado n allora gli
autovalori di A sono al massimo 7.

Definizione 4.1.5: Matrici simili

Due matrici A, B € M, (K) si dicono simili se esiste P € M, (K) con |P| # 0 tale che

B=P'AP PB=AP

Proposizione 4.1.1

Due matrici simili A, B hanno lo stesso determinante e lo stesso polinomio caratteristico (e di conseguenza
gli stessi autovalori).
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Dimostrazione: Per ipotesi le due matrici A, B sono simili quindi:

3P € My(K), |P|#0: B=P'AP
1

|B| = [P7'AP| = |[PT!||A||P| = WIAIIPI =|A] = |B| = |A]
1
pe(A) = |B—AlL,| = |P"*AP = AP7'I,P| = |[P"Y(A - AI,)P| = W|A — AL ||P| = |A = AL = pa(A)
e attraverso questa serie di passaggi abbiamo potuto dimostrare che se due matrici sono simili allora avranno sia
lo stesso determinante che lo stesso polinomio caratteristico.

4.2 Matrici diagonalizzabili

Definizione 4.2.1: Matrice diagonalizzabile

Una matrice A € M,,(K) si dice diagonalizzabile se ¢ simile ad una matrice diagonale, ovvero esistono
D,P € M, (K) con D matrice diagonale tale che |P| # 0 e D = P~1AP.

Teorema 4.2.1 Primo criterio di diagonalizzabilita

Una matrice A € M, (K) ¢ diagonalizzabile se, e soltanto se, K" ammette una base costituita da autovettori
di A.

Dimostrazione: 7 = 7 Per ipotesi A & diagonalizzabile quindi 3 D, P € M,(K) : D & diagonale |P| # 0 e
PD = AP. Per semplicita denotiamo le colonne di P = ( P, Py ... P, )
APzA(Pl Py ... Pn):(APl APy ... APn)
d 0 ... 0
0 dy ... O
PD:(P1 Py ... Pn) : _— : :(d1P1 doPsy ... ann)
0 0 ... d,
Quindi
(Apl AP2 Apn)Z(dlpl dQPQ ann) — APlzdlpl, Ap2=d2p2, ceoy APnzann
— AX =AX )\Zdi X =P
dove d; ¢ un autovalore, P; ¢ un autovettore di A e ( P, Py, ... Py, ) ¢ una sequenza di n autovettori. Poiché

dim K" = n e la sequenza ¢ composta da n vettori, ¢ sufficiente controllare la lineare indipendenza di P. Ma
siccome avevamo supposto per ipotesi che |P| # 0 le sue n colonne sono linearmente indipendenti. Quindi
B = (Py,P,,...,P,) ¢ una base di K" costituita da autovettori di A.

”? =7 ¢ analogo, basta ripercorrere il ragionamento a ritroso.

Osservazione: Se A € M,(K) ¢ diagonalizzabile allora:
e D ha sulla diagonale principale gli autovalori di A;

e P, cioe la matrice diagonalizzante, ha nelle colonne gli autovettori della base di K".

Definizione 4.2.2: Molteplicita algebrica e geometrica

Sia A un autovalore di A € M, (K); si chiama:

e molteplicita algebrica di A il numero di volte che A & radice del polinomio caratteristico, e si
indica con ay

e molteplicita geometrica di A la dimensione dell’autospazio V7 associato a X, e si indica con g7.
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Proposizione 4.2.1

Sia A un autovalore di A € M, (K). Allora

Proposizione 4.2.2

Sia A € M, (K) e siano A{,As,..., A, t autovalori di A distinti tra loro, allora la somma dei relativi
autospazi e diretta.

VMGBV,\QGB...GBVM

Osservazioni:

—_

. AeM,;(K) = deg(pa(A)) = n, quindi ho al massimo n autovalori;

[\

.2 ay < n;

. 2 a) =n <= tutti gli autovalori di A sono in K;

- W

.S=V, eV, 8.8V, = dimS =) dimVy, =) g

5. Autovettori provenienti da autospazi diversi sono tra loro linearmente indipendenti (perché la somma &
diretta).

Teorema 4.2.2 Secondo criterio di diagonalizzabilita

Sia A € M,,(K) e siano A1, As, ..., A, gli autovalori distinti di A. Allora A & diagonalizzabile se, e soltanto
se:

1. tutti gli autovalori di A sono in K;

2. Per ogni autovalore vale a,, = g4, (e allora si dice che 'autovalore € regolare).

Dimostrazione: 7 = 7 Per ipotesi A ¢ diagonalizzabile. Per il primo criterio di diagonalizzabilita K" ammette
una base B formata da autovettori, cio¢ tale che L(B)=K" e BC V), ®V,, ®...® V), < K". Quindi

K'=LB) <LV, eV, &...0V),)=V,eV,®...0V,;, <K"
- V/h@V)\Q@...@VA[:Kn
— n=dmK' =dim(Vy, ® V1, ®...®V3,) = > g1, < > ay, <

Siccome ), a,;, = n tutti gli autovalori di A sono in K. Inoltre 3} ga;, = 2 ax, € g, < 4y, = 4y, = §A;-

7 &= " Per ipotesi abbiamo che tutti gli autovalori di A soni in K e per ogni autovalore vale a;, = ga,. Per
ogni autovalore A avremo un relativo autospazio a cui corrisponde una relativa base di autovettori By, Bo, ..., B.
Chiamiamo B = Ule B;, cioé 'unione di tutte le basi. Certamente B e libera perché la somma di sottospazi

distinti e diretta.
BI= | JBil =) IBil= > dimVy, = > gy =D ar, =n

Quindi B € una base di K" costituita da autovettori e per il primo criterio di diagonalizzabilita A & diagonalizable.



Capitolo 5

Forme bilineari e prodotti scalari

5.1 Forme bilineari

Definizione 5.1.1: Forma bilineare e prodotto scalare

Sia V,(K) uno spazio vettoriale. Una forma bilineare in V & una funzione *: VxV — K :
e (U+DV)*W=U*W+DV*W Yu,v,w eV
e ux(V+w)=u*xv+u*w Yu,v,w eV
o (ku)v =u=(kv)=k(u=v) VYu,v,weV VkeK
Se poi * verifica anche 1'ulteriore proprieta
O VAW =W=*TD Yo,weV

Allora si chiama prodotto scalare (o forma bilineare simmetrica).

Osservazione: Si deduce chiaramente che Vo € V. 0xv =0=10=0.
Esempio 5.1.1 (Prodotto scalare euclideo e standard)

1. Definiamo il prodotto scalare euclideo come una funzione % : R” X R" — R :

/7 ’ 7’ ’ ’ 7’
(X1, %2, ..., x0) ¢ (X7, X5, ..., X)) = X1X] + XoX5 4+ ... 4+ XX,

2. Definiamo il prodotto scalare standard come la funzione = : M,(R) X M,,(R) —» R :

’ ’ ’
X111 X12 ... Xin xl x12 xln
/ ’ ’
X21 X220 ... Xop le x22 000 x2n , , ,
* . . =X11X77 T X12X79 T .o T XXy,
’ ’ ’
Xn1 Xp2 ... Xun X1 X0 Xun

5.2 Prodotti scalari e ortogonalita

Definizione 5.2.1: Ortogonalita

In uno spazio vettoriale V(K), con prodotto scalare ”-”, due vettori v e w di V si dicono ortogonali, e si
scrive v L w, se v - w = 0.

29
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Definizione 5.2.2: Complemento ortogonale

IR

Sia V(K) uno spazio vettoriale e un prodotto scalare. Sia @ # A C V; si chiama complemento
ortogonale (o piu semplicemente ortogonale) di A I'insieme

At={veV:vlw YweA} 0€At#0

Proposizione 5.2.1

Sia V(K) uno spazio vettoriale con prodotto scalare ”-”. Sia 0 # A C V. Allora At & un sottospazio
vettoriale.

Dimostrazione: Sappiamo che 0 € A+ # 0
Dobbiamo dimostrare che

Vul,uQEAL, Vkl,kg e K k11/l1+]€2112€14L
Possiamo scrivere per la proprieta di ortogonalita che
YoeA u-w=0 uy-w=0

Quindi
(kvuy + koug) - w = (kyuy) - w + (kauz) - w = ki(uy - w) + ka(uz - w)

=0 =0

= kyuy + kaus € AT = A* & un sottospazio.

Osservazioni:
1. ACB = A+ DB+
2. A+ =LA

3. Generalmente se A < V(K) = A # (A1)t, ma A C (AL)*

Proposizione 5.2.2
Sia V;,(K) uno spazio vettoriale con prodotto scalare ”-” e siano v, w € V(K) con w - w # 0. Allora

J0v,05€V: v=0+0vy, v1 =kw, vy Lw

Dimostrazione:

v-w v-w
k= Ulzkw:( )w
w-w w-w

Vo =0—01 — 01 +02=07
Ora verifichiamo che vy, 1L w

v-w
w-w

v-w
cwew=v-w—v-w=0

vgJ_w<=>(v—vl)-w=(v— )-wzv—w—
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Definizione 5.2.3: Coefficiente di Fourier e proiezione

Sia V;,(K) uno spazio vettoriale con prodotto scalare ”-” e siano v, w € V(K) con w - w # 0. Allora

v-w
k =
w-w
si chiama coefficiente di Fourier di v lungo w e
v-w
U1 = - w
w - w
si chiama proiezione di v lungo w.
Definizione 5.2.4: Forma quadratica
Sia V;(K) uno spazio vettoriale con prodotto scalare ”-” e sia v € V(K). Si chiama forma quadratica
associata a ”-” la funzione
) V->K
" Vo gv)=v-v

5.3 Spazi con prodotto scalare definito positivo

Definizione 5.3.1: Prodotto scalare definito positivo

”.”

Sia V(K) uno spazio vettoriale su campo K ordinato. Un prodotto scalare in V si dice definito positivo
se

YVoeV 0020 e v-v=0¢= v=0

Per chiarezza da qui in avanti quando si parla di prodotti scalari definiti positivi K = R in modo tale
che esso sia ordinato. Di conseguenza denotiamo con spazio vettoriale metrico reale V2 (R), cioé uno
spazio vettoriale dotato di un prodotto scalare definito positivo.

Definizione 5.3.2 A

Dato V;(R) si chiama norma la funzione

IR St
Y oo lloll = Vo5 = 47®)

Esempio 5.3.1 (Vettori geometrici)

7 = |7||W] cos a

151l = V3 - 5 = VI5[7] cos 0 = V[7]* = [7]

Osservazioni:

1. La norma generalizza la nozione di ”lunghezza” di un vettore.

2. I7|l=0 & v-v=0 < v=0

Proposizione 5.3.1

In V2(R) valgono i seguenti fatti
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1. [lo] 20 e |v||=0 & v=0
2. |lkoll = [klllo|l
3. |v-w| < ||v] - |lw|l (disuguaglianza di Schwarz)
4. |lv +wl| < ||v|| + |lw]|| (disuguaglianza triangolare)
Osservazioni: Sia ”-” un prodotto scalare euclideo definito su R"(IR). La sua base canonica ¢

Be=((1,0,,0),0,1,0,...,0),...,0,0,...,0,1)) = (e, 3, )
1 lleill = Ve =1

2.¢i-¢j=0 Vit = ej Lej

3. V(x1,x9,...,%x,) =x1(1,0,...,0)+ x2(0,1,0,...,0) + ...+ x,4(0,0,...,0,1)
————
=v
= v -e; = X; = i-esima componente di v rispetto a B,

Definizione 5.3.3: Base ortogonale e ortonormale

I vettori vy, v, ..., v, di uno spazio vettoriale V7 (R) formano un insieme ortogonale se v; - v;=0,1#].
Se inoltre ciascuno dei v; ha norma unitaria, allora parleremo di insieme ortonormale. Se poi tali vettori
costituiscono una base di V;J(R) parleremo di base ortogonale o ortonormale.

Proposizione 5.3.2
Se 0 # A € V7(R) e costituito da vettori tutti non nulli. Allora A ¢ libero.

Dimostrazione:

A=A{vy,vs,...,0,} ©;-0;=0 Vi#j. Sianoaj, as,...,ay € R: a1v1+avs+...+a,0, =0

_ _ _ _ 2
0—0'01—(0(1,6[2,...,0671)'01—@1 U1+ 01 +C¥202"02+...+06nvn"0n—||Z)1|| o
A —— A —— N’  — S—
#0 = v1#0 = |[[v1[|2#0 =0 =0 #0 = a1=0

Ripeto il ragionamento per ciascuno dei v; e ottengo che gli unici @ che mi danno il vettore nullo sono quelli tutti
nulli. Quindise a1 =as=...=a, =0 =— A ¢ libero.

Osservazione: In V7 (R) se A & un insieme ortogonale di n vettori tutti diversi dal vettore nullo allora A &
libero. Dunque fissato un ordine abbiamo una base ortogonale.

Teorema 5.3.1 Processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt
Siano V;/(R) e B = (e1, €2, ...,¢e,) una base. La sequenza B’ = (e, e, ..., e;) cosi definita
el =e1
ey - e
’ _ 1 ’
62_62_61_(3/'61
176
’ ’
’ _ _63'61‘/_63'62./
€3 =¢é3 e e € e e €y
176 2 €2
’ ’
r _ _€n'€1 ’r_ _ e”'en—l ’
€y, =é€n e e € e’ e’ €n-1
1 1 n-1 n-1
¢ una base ortogonale di V;(R).
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Osservazione: Se i primi p vettori di B sono gia ortogonali tra loro il metodo di Gram-Schmidt non li cambia.

Teorema 5.3.2

Se A ¢ un sottoinsieme non vuoto di V;?(IR), la cui copertura non coincide con V2(R), allora

Ve(R) = L(A)® A*

Dimostrazione: Prima di tutto dimostriamo che L(A) N A+ = {0} infatti: v € L(A)N ALt ese v € AL =
[L(A)]Y v-v=0 = v =0 poiché ci troviamo in un prodotto scalare definito positivo. Quindi la somma ¢&
diretta. Ora si puod dimostrare che £(A) ® A+ = V2(R). Sia dim £L(A) = p e sia B = (v1,03,...,0p) una base
ortogonale di L(A); per il teorema di completamento ad una base possiamo completare B ad una base di V;J(R).
Aggiungiamo a B n — p vettori. Ora applichiamo a tale base il processo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.
B = (vy,...,0p, v;,ﬂ, ...,0},) € una base ortogonale di V;(R). Quindi £(B’) = V;/(R). Ora tutti i vettori aggiunti

sono ortogonali ai vettori originali, cio® v;+1, e LA =AY = L(A) o AL = V2(R).

Osservazioni:

1. At & un complemento diretto di £(A)

2. Per la formula di Grassmann abbiamo che

n = dim(L(A) ® At) = dim L(A) + dim A* = dim A* = n — dim L(A)

3. Per il punto precedente possiamo affermare che se il prodotto scalare ¢ definito positivo allora U <
Vi(R) = U = (UH)*

Teorema 5.3.3

L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo & un sottospazio vettoriale di dim : n — p(A)

Dimostrazione: In R" con prodotto scalare euclideo
(X1, X2, ..., xp) - (X], X5, .., X)) = X1X] 4+ XoX5 + ...+ XX,
Quindi possiamo riscrivere il sistema come
a1x1+...+ax, =0 (ﬂll,...,llln) . (xl,...,xn) =0
ApiX1+ ...+ AmnXy =0 (@mi, - amn) - (x1,...,x,)=0

Pensando alle righe di A come vettori di R"” le equazioni del sistema esprimono il fatto che il prodotto scalare di
tali righe per il generico vettore (x1,x2,...,X,) ¢ uguale a zero. Quindi il generico vettore ¢ ortogonale a tutte le
righe di A. Chiamando £(R) lo spazio generato dalle righe di A. L’insieme S delle soluzioni di AX = 0 coincide
con L(R)*. E quindi per il teorema di Kronecker dimS = n — dim L(R) = n — p(A).
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5.4 Matrici di forme bilineari

Definizione 5.4.1: Matrice di forma bilineare

Sia V;(K) uno spazio vettoriale, ”+” una forma bilineare e B = (e, es,...,e,) base di V,(K). Si chiama

matrice della forma bilineare "+’ rispetto a B

e1*€e1 e1*€ey ... €1%*€y

. o *€1 Eo9*€y ... E9*€y
Ap = . . ) . € M, (K)

ey *€1 Eep*ey ... €n*€y

Si puo indicare in modo piu compatto con

Ap = (ei*ej)

—+4 NB. }

La matrice di una forma bilineare dipende dalla base fissata.

Proposizione 5.4.1

La matrice che rappresenta un prodotto scalare rispetto a una base qualsiasi ¢ simmetrica.

»

Dimostrazione: B =(ei,es,...,e,)e ¢ il prodotto scalare. Allora Ay = (ei-ej) =(ej-ei) = tA'B.

Proposizione 5.4.2

»”

Sia ”-” un prodotto scalare su V,,(K) e sia B una sua base. Sia Ay una matrice associata a
base B. Allora

rispetto alla

e B ¢ ortogonale &= A} ¢ diagonale
ei-ej=0 Vit & a;j =0 Vi#j
e B¢ ortonormale &= Ay =1, € M,(K)

eirej=0 Vi£j e e-ej=1 ViI<i<n & a;;=0 Vi#j e a;=1 VI<i<n

» *77

Osservazione: Utilizzando la matrice associata ad una forma bilineare ¢ possibile calcolare

v=w Yo,w € V,(K)

Proposizione 5.4.3

Sia B una base di V,(K) e sia ”+” una forma bilineare su V. Dette

X1 Y1
X=|: e Y= :
Xn Yn
le matrici colonne delle componenti rispettivamente di v e di w € V risulta:

vVEW = tXA’éY
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5.5 Matrici ortogonali e basi ortonormali

Definizione 5.5.1: Matrice ortogonale

AtA =tAA =1,

Sia A € M,(K) diciamo che A & ortogonale se 'A = A™!. Quindi

Proposizione 5.5.1
Sia A € M,;(K) una matrice ortogonale. Allora |A| € {-1, 1}

Dimostrazione:

Il =1=]AAT"| = |A'A| = |A|I'A| = |A||A] = |A]?
AP =1 & |A|==+1

Proposizione 5.5.2

Sia A € M, (K). A & ortogonale se, e soltanto se, le sue righe (o colonne) costituiscono una base ortonormale

di R"(R) rispetto al prodotto scalare euclideo (dello spazio euclideo R"(R)).

Dimostrazione: 7 —7
Ry
| = '"A=(Ry,...

Ry

R, Ri-R;

Ry - Ry

AtA:In: (tRl,...,tRn)= .
Rn Rn . Rl

/tRﬂ)

Ri-Re ... Ri-Ry
Ra-Re ... Ra-Ry
R, Ry ... R,-R,

Ri-R]'=0 se ii]', R;-R;=1 V1<i<mn

Quindi le righe di A sono una base ortonormale. Il ragionamento ¢ completamente analogo per le colonne.

? &="7 Si puo dimostrare ripercorrendo le implicazioni al contrario.

5.6 Matrici reali simmetriche

Teorema 5.6.1
Sia A € M,;(R) simmetrica allora

1. Gli autovalori di A sono tutti reali (teorema spettrale)

2. Gli autovettori di A relativi ad autospazi distinti sono ortogonali tra loro

Dimostrazione del punto 2: Siano x e y autovettori relativi ad autovalori A e u distinti. Quindi AX = Ax e

AX = uy. Sia A # 0. Quindi

(x'y)d = (A'x)y =" (xA)y = "(Ax)y = (x'A)y = (xA)y = "x(Ay)
————
per la simmetria di A

=xuy = ultxy) = uCx'y) = (x'yA = (x'y)u
Ak=pk & (A-pwk=0 & p=A oppure 'x'y=0

ma i # A perché x e y stanno in autospazi distinti = ¢

x'y =0 = x e y sono ortogonali.
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Corollario 5.6.1

Una matrice reale e simmetrica di ordine n ammette n autovalori contati con la loro molteplicita algebrica.

Definizione 5.6.1: Matrice ortogonalmente diagonalizzabile

Data A € M,(K) ¢ detta ortogonalmente diagonalizzabile se esistono D, matrice diagonale di ordine
n, e P matrice ortogonale di ordine n tali che

D =P 'AP ='PAP

Teorema 5.6.2

I seguenti fatti sono equivalenti
1. A € M, (R) ¢ ortogonalmente diagonalizzabile;
2. R" ammette una base ortonormale di autovettori di A;

3. A ¢ una matrice reale e simmetrica.




Capitolo 6

Spazi affini

6.1 A,(K), spazio affine di dimensione n

Definizione 6.1.1: Spazio affine

Si dice spazio affine di dimensione 1 sul campo K, e si indica A, (K), la struttura costituita da
1. un insieme non vuoto A, detto insieme dei punti
2. uno spazio vettoriale V;,(K)

3. un’applicazione
f: AxXA—>V,(K)

con le seguenti proprieta
() VPeAeYoeV FNQeA: f(P,Q)=PQ=v
(b) PQ+QR=PR VYP,Q,RcA

Proposizione 6.1.1
In A, (K), per ogni P,Qe Re A

1. il vettore R_)R=Q

2. PQ=PR < Q=R
3.P0=0 & P=Q
4. v=PQ = -v=QP

5. YP1, Py, Q1, Qs € A risulta P1Py = Q1Qs & P,Q; = P2Q>

Dimostrazione: Dimostriamo ogni punto separatamente
1. RR + RR = RR percid 2RR = RR & RR =0
2. pOStOUZP—Q allorav:P_R, ma 3! Q: P_Q:U = R=Q
3. per la proprieta 1 RR = 0 = per 'unicita di Q : P_Q =0 = Q=P
4. PQ+QP=PP=0 = PQ =-QP

5. OVViO7 essendo Pl_)PQ + PQ_QQ = Pl-QQ = Pl_Ql + Q;Qg
37
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Py P,

Definizione 6.1.2: Sottospazio affine

Sia A, (K) uno spazio affine. Si dice sottospazio affine di dimensione m < n una struttura data da
1. 0 # A’ C A, detto sostegno del sottospazio affine
2. Vi (K) sottospazio di V;,(K)

3. larestrizione dell’applicazione f ad A’XA’ troncata a V,,,(K), purché questa sia ancora un’applicazione
che gode delle proprieta elencate nella definizione di spazio affine

| r

Definizione 6.1.3: Traslazione
Fissato un vettore v € V,(K) si dice traslazione, individuata da v, la corrispondenza
thA—>A e P—Q

che associa a un punto P € A il punto Q traslato di P mediante il vettore v.

Osservazione: Vv € V,(K) la mappa t, & una biiezione di A, insieme di punti di (4, V,(K), f). E linversa di
ty € t_yp.

Definizione 6.1.4: Sottospazio lineare

Sia A, (K) uno spazio affine. Si dice sottospazio lineare l'insieme dei traslati di un punto P, detto
origine, mediante i vettori v € V(K) < V,(K), con h detta dimensione del sottospazio lineare. Inoltre si
denota con Sy, = [P, V;,(K)] il sottospazio lineare dato dal punto P e dallo spazio di traslazione Vj,.

Definizione 6.1.5: Punti, rette, piani e iperpiani

Sia A, (K) uno spazio affine. Si dicono

e punti i sottospazi lineari di dimensione 0
So = [P,{0}] = {P}
e rette i sottospazi lineari di dimensione 1
S1 =[P, L(®)] conv#0 e veV,(K)
e piani i sottospazi lineari di dimensione 2
So =[P, L(v1,v2)] convy,va#0 e v1,02 € Vy(K)

e iperpiani sono i sottospazi di dimensione n — 1

Proposizione 6.1.2

Sia Sy, = [P, Vi (K)] un sottospazio lineare di dimensione h sottospazio di A, (K).




6.1. An(K), SPAZIO AFFINE DI DIMENSIONE #n 39

1. siano Q,R € S, => OR € V,(K)
2. se Q€S ev eV, alloraR =t,(Q) €8Sy,

Dimostrazione: Dimostriamo entrambi i punti separatamente

1. Per ipotesi Q € Sy, quindi Q = t,(P) con v € Vy(K). v = P_Q € V}, e analogamente PR € V). Ma allora

QR = QP + PR =-PQ + PR € V.
R

p Q

2. Poiché Q € Sy, PQ € Vj,. Allora PR+ QR =PQ +3 € V;, = PR € Vj,. Posto w = PR, t,(P) = R con

weV, = ReS§y.
A

Proposizione 6.1.3

Sia Sy = [P, Vj,(K)] un sottospazio lineare di A,(K). Ogni punto di S; puo essere scelto come origine di
Sy. Cioe dato Q € Sy abbiamo che [Q, Vi, (K)] = Sy,.

Dimostrazione: Sia R € S;. Allora PR € V, e PQ € V,. Quindi OR = QP + PR = -PQ + PR € V}, =

OR € V.
R

P\

p Q
Detto w = Q_)R abbiamo che R = t,(Q). R ¢ traslato di Q tramite il vettore w € V; = R € [Q, V},], quindi
S € 1Q, Vil
con lo stesso ragionamento scambiamo P e Q si dimostra che
[Q, Vil € [P, Vy] = Sh

e cio vale solo se Sy, = [Q, Vi ].

Proposizione 6.1.4
Siano Sy e Sy due sottospazi lineari di A,(K). Allora S, €Sy < Sy NSy #0 e V), < Vi

Dimostrazione: 7 = ” Ovviamente S;NSg # 0 e sia P € S;;NSk. Potremo scrivere Sy, = [P, V] e S = [P, Vi].
SiaveV,esiaQ=t,(P)€eS, CSxy = Qe€SresiaQ =t,(P)ovvero PQ=veVy = V), <V,

V=" SiaPeS, = [P,Vy] C[P,Vk] (poiché per ipotesi Vj, € Vi) [P,Vy] =Sp e [P,Vk] =Sk = S C
Sk.
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Proposizione 6.1.5
Siano Sy, e Sy sottospazi lineari di A, (K). Sia S; NSk # 0 e sia P € S, N S. Allora

Sy NSk =[P, V,NVg]
Dimostrazione: Sia Q € S, N Sg. Osserviamo che Sy = [P, V] e S¢ = [P, Vi]. Q = t,(P) con v € Vj, (perché
Q € Sy). Ma Q =t,(P) con v € Vi (perché Q € Sk). Quindi Q € [P, V), N V] perché v € V, N Vi, cioe
SpNSk [P, VN V]
Viceversa dato Q = t,(P) con v € V), NV, = Q appartiene sia a Sy, che ad Sg, quindi Q € Sj, N Sk, ovvero
[P,V N V] €S, NSk
= [P, Vi,nV] =5,NSk

Definizione 6.1.6: Parallelismo tra sottospazi

Due sottospazi lineari, S, = [P, V,] ed S; = [Q, V;], di A,(K) si dicono paralleli, e si scrive S,[[S,, se i
rispettivi spazi di traslazione sono confrontabili, ovvero quando V), C V,, oppure V; C V).

Osservazione 1: La relazione di parallelismo non é transitiva. E’ invece riflessiva e simmetrica. Non & quindi
una relazione d’equivalenza.

Osservazione 2: Due sottospazi lineari della stessa dimensione sono paralleli se, e soltanto se, hanno lo stesso
spazio di traslazione. Quindi la relazione di parallelismo considerata tra spazi della stessa dimensione & una
relazione d’equivalenza.

Proposizione 6.1.6

Due sottospazi lineari paralleli e di uguale dimensione o coincidono oppure hanno intersezione vuota.

Definizione 6.1.7

e Sia S = [P, V1] una retta. Lo spazio Vi si dice direzione della retta S. Quindi due rette sono
parallele se, e soltanto se, hanno la stessa direzione

e Sia 7w = [P, V5] € Au(K) con n > 2. Lo spazio Vs & detto giacitura di . Quindi due piani sono
paralleli se, e soltanto se, hanno la stessa giacitura.

e Tre o pill punti si dicono allineati se esiste una retta che li contiene tutti.

e Due o piu rette si dicono complanari se esiste un piano che le contiene tutte.

6.2 Proprieta di punti, rette e piani

Proposizione 6.2.1
In A, (k), con n > 2

1. per ogni due punti distinti passa un’unica retta

2. per due rette distinte, parallele o incidenti, passa un unico piano
3. due rette complanari, aventi intersezione vuota, sono parallele
4

. per un punto passa un’unica retta parallela a una retta data (V Postulato di Euclide)
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5. per un punto passa un unico piano, parallelo ad un piano dato
per tre punti, non allineati, passa un unico piano

una retta, avente due punti distinti in un piano, giace nel piano

® N o

per un punto passano almeno due rette distinte

Proposizione 6.2.2
In A3(K),

1. una retta e un piano, aventi intersezione vuota, sono paralleli
2. due piani, aventi intersezione vuota, sono paralleli
3. due piani distinti, aventi in comune un punto, hanno in comune una retta per quel punto

4. per una retta passano almeno due piani distinti

Definizione 6.2.1: Rette sghembe

In A, (K), con n > 3, due rette non complanari si dicono sghembe.

Proposizione 6.2.3

In A, (K), con n > 3, esistono due rette r; e ro sghembe tra loro. Inoltre due rette sghembe 7 e 75, sono
contenute su due piani 711 e o paralleli tra loro e distinti.

Dimostrazione: Per ipotesi, A;(K) ha dimensione almeno 3, quindi esistono nello spazio vettoriale V,(K)
almeno 3 vettori linearmente indipendenti. Siano essi #,v,w. Siano inoltre, P un punto di A e Q il traslato di
P mediante il vettore u (Q = £,(P)). Dimostriamo che le rette r = [P, L(v)] ed s = [Q, L(w)] sono sghembe. Se
infatti, esistesse un piano 7 = [P, V5] che le contiene entrambe, lo spazio di traslazione di 7t conterrebbe 3 vettori

linearmente indipendenti, cio¢ v, w e u = P_Q e cid ¢ un assurdo! Siano ora t = [T, L(v)] e t' = [T’, L(v’)] due

rette sghembe. I vettori v e v’ generano uno spazio vettoriale Vo di dimensione 2. Pertanto, i piani 7w = [T, V2] e
' = [T’, V3], che risultano paralleli, sono distinti e contengono, rispettivamente le rette ¢ e t’.

6.3 Geometria analitica in A, (R)

Definizione 6.3.1: Riferimento affine

Si dice riferimento affine di A,(R) una coppia RA = [O, B] costituita da un punto O fissato, detto
origine, e da una base B dello spazio vettoriale V,(R).
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Definizione 6.3.2: Coordinate

Fissato, in A,(R), un riferimento affine RA = [O, B], si dicono coordinate del punto P in RA le
componenti, in B, del vettore OP e si scrive P = (X;)ier, -

1. In A;(R), un riferimento affine & una coppia RA = [O, B], ove O & un punto fissato e B = (e1) ¢ una base
di V1(R). Se OP = xeq, si scrive P = (x) e si dice che x ¢ I’ascissa del punto P in RA.
O P

* » >0 ————
€1

2. In A2(R), un riferimento affine & una coppia RA =[O, B], ove O & un punto fissato e B = (e, e2) & una base
di V5(R). La retta [O, L(e1)] ¢ detta asse delle ascisse e la retta [O, L(e2)] € detta asse delle ordinate.

Se OP = xe; + yea, si scrive P = (x,y) e si dice che (x,y) ¢ la coppia delle coordinate di P in RA, dette
rispettivamente ascissa e ordinata del punto P.

P

()

3. In A3(R), un riferimento affine ¢ una coppia RA = [O,B], ove O ¢ un punto fissato e B = (ey, €2, €3)
¢ una base di V3(R). La retta [O, L(e1)] ¢ detta asse delle ascisse, la retta [O, L(es)] ¢ detta asse
delle ordinate e la retta [O, L(e3)] ¢ detta asse delle quote. Sono detti piani coordinati i piani
xy = [0, L(e1,e2)],xz =[O, L(e1,e3)] e yz =[O, L(ez, e3)]. Inoltre, se OP = xe1 + yes + zes, si scrive
P = (x,y,z) e si dice che (x,y,z) ¢ la terna delle coordinate di P in RA, dette rispettivamente ascissa,
ordinata e quota del punto P.

(]

€2

Teorema 6.3.1
In Ay(K), con RA =[O, B], siano P = (x],x5,...,x;) e Q = (x{,x7,...,x;/) due punti di A. Allora le
componenti di PQ rispetto a B sono

4 ’ ” ’ 4 ’
(%] —x7,%5 —Xx5,..., % — Xp;)
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Dimostrazione: Posti due vettori
OP : xje; +xhea+ ...+ x,e,
OQ: x{er +xles+...+x) e,
Per la proprieta della definizione di spazio affine possiamo dire che

PQ=PO+0Q=0Q-0P= Z(x;' — x))e;

iel,
Posti
” ’
x/l, x/1 ty
. Xy , Xq to
X'"=1 7 |,X'=| . eT =
” ’
Xy, X, ty

si ottiene I'equivalente, ma spesso piu agevole, forma matriciale:
X"-X"=T

che puo essere riscritta come

X' =X +T

Da quest’ultima equazione si vede che le coordinate del traslato del punto P = (x7, x5, ..., x},), attraverso il vettore
v di componenti (t1,fs,...,t,), si ottengono sommando, ordinatamente, alle coordinate di P le componenti del
vettore di traslazione. Per questo le relazioni che compaiono nell’equazione sono anche dette equazioni della
traslazione individuata da v.

Definizione 6.3.3: Punto medio

Dato P e Q € A (insieme dei punti di A,(RR)), definiamo il punto medio del segmento [PQ] come

M = t1/2P_Q(P)

P M R

Proposizione 6.3.1

Dati P,Q € A e dato un riferimento affine RA =[O, B] abbiamo che le coordinate del punto medio di P e
Q somno le semisomme delle coordinate omonime di P e di Q.

Definizione 6.3.4: Punto simmetrico

In A, (R) datii punti P e C diremo che S ¢ il punto simmetrico di P rispetto a C se C ¢ il punto medio
di [P, S].
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6.4 Rappresentazioni analitiche

Definizione 6.4.1: Equazioni parametriche di una retta in A, (R) )

Sia RA = [O, B] un riferimento fissato in A,(R), ove B = (e, ez,...,e,). Siar =[P,V = L(v)] la retta
di origine il punto P = (x{,x},...,x},) e spazio di traslazione generato da v = (Iy,ls,...,[,). Il generico
vettore w di L(v) & proporzionale al vettore v, cioé w = tv, con t € R, quindi, w = (tlq, tlo,...,tl,). Dato
che la retta r & il luogo dei traslati di P attraverso i vettori di .L(v), applicando le equazioni del teorema
precedente si ottengono le coordinate del generico punto di r

X1 =x’1+llt
x2:x’2+lgt
con teR, (Ij,ly,..., 1) #0

Xn = X, + Iyt

tali equazioni sono dette equazioni parametriche di 7 in A,(R). Al variare di t € R, si ottengono le
coordinate di tutti i punti di una retta e, quindi, tutti i punti di una retta sono col.

\.

Definizione 6.4.2: Parametri direttori

Si dicono parametri direttori di r = [P, V1], le componenti di un qualunque vettore nullo di V;.

Osservazione: I parametri direttori di una retta sono, quindi, determinati a meno di un fattore non nullo di
proporzionalita. Definiamo la classe dei parametri direttori di » come p.d.r = [(I1,1l2,...,14)] con (I1,12,...,1,)
un qualsiasi vettore appartenente a Vi.

Equazioni parametriche di una retta in A5(R)

In A5(R), sia fissato un riferimento RA = [O, B], ove B = (e1, e3). Una retta r = [P, V1] ¢ il luogo dei traslati di
un punto P mediante i vettori di V; € Vi. Se P ha coordinate (x¢, yo) e V1 = L(v), ove v = leq + mey, le equazioni
della definizione diventano

X =x9+ It

ove teR, (I,m)#(0,0)
Y = Yo +mt
e sono dette equazioni parametriche di 7 in A3(R).

Equazioni parametriche di una retta in A3(R)

In A3(R), sia fissato un riferimento RA =[O, B], ove B = (ey, €2, €3). Una retta r = [P, V1] ¢ il luogo dei traslati
di un punto P mediante i vettori di V3 C V3. Se P ha coordinate (xo, Yo, zo) e V1 = L(v), ove v = ley + mes + nes,
le equazioni della definizione diventano

X =xq+It
Y = Yo+ mt ove teR, (I,m,n)+(0,0,0)
z =zg+nt

e sono dette equazioni parametriche di 7 in A3(R).

Osservazione: In modo del tutto analogo possiamo determinare le equazioni parametriche di sottospazi lineari
di dimensione 7, che quindi dipenderanno da n parametri.

Equazione cartesiana di una retta in As(R)

In A5(R) una retta si puo rappresentare attraverso le sue equazioni parametriche in questo modo

x=xp+It
y=ypt+tmt



6.4. RAPPRESENTAZIONI ANALITICHE 45

possiamo convertire questo sistema lineare in forma matriciale e quindi

)= ) n) = (20) =) =

Quindi vale la relazione

X=Xp Y—Yp

I m =0

((x = xp)m)(I(y = yp)) = mx = ly —mxp + 1y, =0

Possiamo raggruppare i termini noti —mx, + Iy, in un generico termine ¢ e quindi I'equazione cartesiana della
retta diventa
ax+by+c=0 con (a,b)#(0,0)

Quindi i parametri direttori della generica retta r saranno p.d.r = [(I, m)] = [(=b, a)].

Mutua posizione di due rette in A3(R)

Siano due rette
r:ax+by+c=0 (a,b)#(0,0)

s:a’x+by+c =0 (a’,b")#(0,0)
La loro intersezione puo essere
un unico punto se ¥ e s sono incidenti

rNs= 1 @ ser es sono parallele e distinte

r = s se sono coincidenti

Consideriamo il sistema

ax+by+c=0
rNs =
ax+b'y+c =0

Le coordinate dei punti di  N's sono le soluzioni del sistema. Posti

b . . b - . .
A= (5, b’) la matrice incompleta del sistema, A|B = (Z, b _CC,) la matrice completa del sistema

possiamo dire che p(A) > 1 poiché abbiamo richiesto che (a,b) # (0,0) e p(A) < 2. Quindi abbiamo due casi
possibili

1. se p(A) =2 = p(A) = p(A|B) = 2, quindi il sistema & compatibile e ha 00?2 soluzioni = 3! soluzione
del sistema =— rNs={P} = r N s sono incidenti.

2. se p(A) = 1 allora r||s, ma non sappiamo se esse siano parallele e distinte o se esse coincidano. Percio
dobbiamo suddividere in due sottocasi

(a) se fossero parallele e distinte il sistema non sarebbe compatibile, percio 2 = p(A|B) > p(A) =1

b) se invece p(A) =1 e p(B) = 1 il sistema ammette co?~! soluzioni, percio r =s = r||s se p(A) = 1
p p p

Fasci di rette in A5(R)

Definizione 6.4.3: Fascio improprio di rette

Si dice fascio improprio di rette 'insieme di tutte e sole le rette del piano A5(R) parallele ad una retta
data.
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Proposizione 6.4.1

Una retta appartiene al fascio improprio di rette parallele alla retta v = [P, V1] : ax + by +¢ =0, (a,b) #
(0, 0), se, e soltanto se, ha un’equazione del tipo

ax+by+k=0 ove keR

detta equazione del fascio improprio di rette. Da cui si deduce che le rette di un fascio improprio di
rette sono ool

Osservazione: Tutte e sole le rette parallele ad r hanno parametri direttori [(=b,a)] e quindi 7 e s sono la
stessa retta & (a,b,c) ~ (a’,V’, ).

Definizione 6.4.4: Fascio proprio di rette

Si dice fascio proprio di rette l'insieme di tutte le rette di A>(IR) passanti per un punto P dato, detto
centro o sostegno del fascio.

Proposizione 6.4.2
Sitanor :ax+by+c=0er :a’x+by+c" =0, con (a,b) #(0,0) e (a’,b") # (0,0), due distinte rette
incidenti in un punto P. Una retta s appartiene al fascio di centro P se, e soltanto se, ha un’equazione di
tipo

Aax+by+c)+u@x+b'y+c)=0 ove A,peR e (A u) #(0,0)

detta equazione del fascio proprio di rette. Se nell’equazione risulta A # 0, posto k = /A, si ottiene
ax+by+c+k(@x+b'y+c’)=0 ove keR

detta equazione ridotta del fascio proprio di rette, in cui, ovviamente, la retta r’ : a’x + b’y + ¢’ =0

non & rappresentata. Quindi possiamo dire che le rette di un fascio proprio di rette sono oo!.

Simmetrie in As(R)

Definizione 6.4.5: Simmetria rispetto ad una retta

Il punto T si dice simmetrico del punto H, rispetto alla retta r = [P, V], detta asse di simmetria,
nella direzione Wy # V7, se lo ¢ nella simmetria di centro C = 7 N's, dove s = [H, W;]. Tale simmetria si
dice anche simmetria rispetto ad una retta in una direzione assegnata.

oH
g
\
\

Equazione cartesiana di un piano in A3(R)

In A3(R) dato il RA =[O, B], con B = (ey, e3,e3). Sia @ = [P, V2] un piano con P = (x,yp,zp) e Vo = L(v,v’)
(con v # kv’), tali che
v = le; + mey + nes v =1'e; +m’ey +1’eg
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11 generico vettore w € Vs si scrive come w = tv + +'v’. Quindi #4,(P) ¢ il generico punto appartenente a a. Di
conseguenza possiamo dire che

x=x,+tl+t'l x X H+ T
y=yp,+tm+t'm" = |y |[=|yp || tm+t'm
Z=2z,+tn+t'n z Zp tn +t'm’
X Xp
cioe, per 'equazione della traslazione | ¥ [sono le coordinate del generico punto di @ date dalla somma di | yp |,
z Zp
H+ 'l
cioe le coordinate di P con | tm +t'm’ |, cioe le componenti di w.
tn +t'n’

Seguendo un ragionamento analogo a quello fatto per le rette in A3(R) possiamo descrivere un piano in Az(R)
come
X=Xy Y-Yp Z-Zp
l m n =0
r m’ n’
e da questa ne ricaviamo la seguente equazione
ax+by+cz+d=0 con (a,b,c)#(0,0,0)

detta equazione cartesiana del piano in A3(R). Tale equazione ¢ definita a meno di un fattore di proporzionalita
non nullo.
Equazioni cartesiane delle rette in A3(R)

Fissiamo un RA =[O, B] con B = (e, ¢35, e3) e data una retta r = [P, V; = L(I, m, n)] possiamo scrivere I’equazione
parametrica della retta

x =xp+tl
royy=y,+tm con (I,m,n)#(0,0,0)
z=2zp+1itn

Da cui deriva la seguente relazione
X=Xy Y-Yp Z2-Z

l m n
in particolare, se poniamo ad esempio [ # 0, otteniamo il seguente sistema

y=Fr=xp)ty = y=gx+k ove h,keR
z=1Hx—xp)+zp z=14x+h ’

esistono, ovviamente le equazioni relative ai casi m # 0 e n # 0 e, dato che la terna (I, m,n) ¢ non nulla, ogni retta
ammette sempre, almeno, una rappresentazione simile. In ogni caso, qualunque essa sia, possiamo concludere
che una retta si rappresenta con un sistema di due equazioni lineari nelle incognite x, y e z, in cui il rango della
matrice incompleta ¢ uguale a 2. E infatti sussiste anche il viceversa, cioe

ax+by+cz+d=0 (a b c)
’ ’ ’ ’ con p ’ 4 ’ =2
ax+by+c'z+d =0 a b oc

rappresenta una retta. Infatti per il teorema di Rouché-Capelli il sistema ¢ compatibile e ammette co® soluzioni,
cioe le sue soluzioni dipendono da un solo parametro.

Analogamente a quanto gia osservato in A»(IR), dalla precedente equazione deriva che le componenti, dei vettori
dello spazio di traslazione della retta r, sono le soluzioni del sistema omogeneo associato a una rappresentazione
cartesiana di r stessa. Quindi possiamo dedurre la classe dei parametri direttori della retta r attraverso la regola
dei minori. L’insieme delle co! soluzioni del sistema omogeneo

ax+by+cz+d=0 (a b c)
’ ’ ’ ’ con p / ’/ ’/ =2
ax+by+cz+d =0 a b oc
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Mutua posizione di due piani in A3(R)

Fissato un RA e dati due piani in A3(R)
a:ax+by+cz+d=0 o :a'x+by+c’z+d =0
la loro intersezione e data dal sistema

ana - ax+by+cz+d=0
| ax+by+cz+d =0

Quindi possiamo distinguere in 3 casi:

1. p(A) =2 = p(A) = p(A|B) = 2 quindi il sistema & compatibile e ammette 00?2 = col soluzioni

= aNna =r,quindi a e @’ sono due piani incidenti.
2. Nel caso in cui p(A) = 1 dobbiamo distinguere in due sottocasi

(a) p(A|B) =2 e p(A) =1, il sistema non ¢ compatibile, quindi « Na’ =0 e a & parallelo e distinto da «o’.
a e a’ sono detti paralleli e distinti.

(b) p(A) =1e p(A|B) =1, il sistema ¢ compatibile e ammette 003! = c0? soluzioni. Quindi I'insieme delle
soluzioni dipende da due parametri = a = «’.

Proposizione 6.4.3 Condizione di parallelismo tra piani

alla’ &= p(A)=1 & a=ka’ b=kt c=kc’ < [(a,b,c)] =[(ka’, kb, kc’)] = [(a’,b",c")]. Questa
viene denominata condizione analitica di parallelismo tra piani.

Fasci di piani in A3(R)

Definizione 6.4.6: Fascio improprio di piani

Si dice fascio improprio di piani I'insieme di tutti e soli i piani di A3(IR) paralleli a un piano dato.

Proposizione 6.4.4

Un piano appartiene al fascio improprio di piani paralleli ad @ = [P, V5] : ax + by + cz +d = 0, con
(a,b,c) #(0,0,0), se, e soltanto se, ha un’equazione del tipo

ax+by+cz+k=0 ove keR

detta equazione del fascio improprio di piani. I piani di un fascio improprio sono oo®.

Definizione 6.4.7: Fascio proprio di piani

Si dice fascio proprio di piani, I'insieme di tutti e soli i piani di A3(R) passanti per una retta data r,
detta asse o sostegno del fascio.

Proposizione 6.4.5
Siano r una retta, a : ax +by+cz+d =0ea :a'x+by+c’z+d =0, con (a,b,c) # (0,0,0) e
(a’,b,¢’) #(0,0,0), due distinti piani per r. Un piano p appartiene al fascio di sostegno r se, e soltanto
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se, ha un’equazione del tipo
AMax+by+cz+d)+u@x+b'y+c’z+d)=0 ove A,ueR e (A, u)#(0,0)
detta equazione del fascio proprio di piani. Se nell’equazione risulta A # 0, posto h = u/A, si ottiene
ax+by+cz+d+h(@x+b'y+c’z+d)=0 ove heR
detta equazione ridotta del fascio proprio di piani, in cui ovviamente il piano § : a’x+b'y+c’z+d’ =0

non ¢ rappresentato. Dalla rappresentazione ridotta del fascio si deduce che i piani di un fascio proprio

SOno ool o

Mutua posizione di due rette in A3(R)

Siano assegnate le rette

. ax+by+cz+d=0 a b c _9
N a;x+b/y+clz+d/:0 al bl C,
. a//x + b//y + C/IZ + d// — 0 a// b// C// _
: /I/x + b///y + C///Z + d/// - 0 p a/” b/// C/// - 2

Sia

ax+by+cz+d=0
ax+by+c'z+d =0
a’x+b"y+c"z+d” =0
a///x + bl/ly + CI/IZ + dl/l - O

rns:

il sistema costituito dalle loro equazioni e siano A e A|B le matrici incompleta e completa associate al sistema.

—d . a b c
—d’ a b
AX =B con B= _q" X = y A= a’ b
_d/// Z al’l b//l C///

Esaminiamo i 4 casi possibili:

1. p(A|IB) = 4 = p(A) = 3 poiché A|B & ottenuta aggiungendo una colonna ad A, quindi p(A|B) <
p(A)+1 = p(A) = 3. 1l sistema non & compatibile per il teorema di Rouché-Capelli = r e s sono o
parallele e disgiunte, oppure sghembe. Ma siccome p(A) =3 = r =[P, V;] s=[P,V]] Vi #V] = r
non ¢ parallela ad s. Quindi r e s sono sghembe.

2. p(A|B) =3 e p(A) = 3. Il sistema & compatibile e per il teorema di Rouché-Capelli esiste un’unica soluzione
rNs={P} = r e s si dicono incidenti.

3. p(A|B) = 3 e p(A) = 2. 1l sistema non ¢ compatibile per il teorema di R.C. Siccome p(A) =2 = V; =
V] = r éparallela a s e r # 5. Si dice che r e s sono parallele e distinte.

4. p(A|B) = p(A) = 2 il sistema & compatibile e ammette co® soluzioni. Si dice che le rette r e s sono
coincidenti.

Definizione 6.4.8: Stella propria di rette

In A3(R) si dice stella propria di rette, I'insieme di tutte e sole le rette passanti per un punto assegnato.
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Osservazione: Possiamo scrivere la rappresentazione di tutte e sole le rette della stella passanti per P =
(x0, Yo, 20) come
X = xg + tl
a:y y=yo+tm
z=zg+1tn

e da qui abbiamo che

l m  on n(x — xg) = I(z — zg)

X—X _Y=Vo_z-2o :{m(x—xo)=l(y—yo)

dividendo per [ (supponendo [ # 0) si ottiene che abbiamo solo due parametri liberi e quindi abbiamo co? rette
nella stella di rette per P.

Definizione 6.4.9: Stella impropria di rette

In A3(R) si dice stella impropria di rette, I'insieme di tutte e sole le rette parallele ad una retta data.

Osservazione: Una rappresentazione analitica di tutte le rette parallele a una retta assegnata, di parametri
direttori (I, m,n), &

Pryy=y +im nx—x")=1(z-2)

x=x"+tl , ,
— {m(x—x)-l(y—y)
z=z'+1tn

Questa volta non sono i parametri direttori ad essere i parametri, ma i punti di P = (x/, y’, z’). Quest’ultima &
detta equazione cartesiana della stella impropria di r. Abbiamo oo0? rette in Az(R) parallele ad una retta
data.

Mutua posizione di un piano e una retta in A3(R)

Siano
a=[P,Vo]:iax+by+cz+d=0, con (a,b,c)+(0,0,0)

ax+by+cz+d =0 a v o
r=[Q,Vi]: con P
Q. Vil {a”x+b”y+c”z+d”:0 p(ﬂ b” ¢ )
e sia r N o rappresentato dal sistema lineare AX = B, dove
a b ¢ —d X
A=|a b (¢ B=| -d X=|y
all b/l C/I _dll z

Sono 3 i casi possibili

1. sia p(A|B) = p(A) = 3, il sistema & compatibile e, per il teorema di R.C. ammette un’unica soluzione
rNa={P} = r e a sidicono incidenti

2. p(A|B) =3 e p(A) = 2, il sistema non ¢ compatibile, quindi r||a e ¥ ¢ a

3. p(A|B) =2 e p(A) = 2, il sistema & compatibile e ammette co! soluzioni, quindi 7 & contenuto in a(r & anche
chiaramente parallelo ad «)

Osservazione: p(A) =2 & r||la ovvero

a b ¢
, , | ’ o a’ b a b B
a b c =0 & a ” ” -b ” »n|tC ” ” =0
ARV b’ ¢ a’ ¢ a’” b
— ~— —
-l T'o—om I's—n

Quindi posti i parametri direttori [(I, m,n)] possiamo dare la
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Proposizione 6.4.6 Condizione di parallelismo tra retta e piano

La condizione di parallelismo tra retta e piano si esprime come
al+bm+cn =0

dove [(I,m, n)] sono i parametri direttori della retta e il piano ¢ ax + by +cz +d = 0.

Definizione 6.4.10: Stella impropria di piani

Si dice stella impropria di piani I'insieme di tutti e soli i piani di A3(R) paralleli ad una retta data.

Osservazione: Chiaramente dalla proposizione precedente segue che dati parametri direttori [(I, m, n)] abbiamo
che esistono co? piani appartenenti alla stella impropria di piani.

Definizione 6.4.11: Stella propria di piani

Si dice stella propria di piani I'insieme di tutti e soli i piani di A3(R) passanti per un punto assegnato
detto centro o sostegno della stella.

Osservazione: Analogamente abbiamo co? piani nella stella propria di piani.

Simmetrie in A3(R)

Definizione 6.4.12: Simmetrico rispetto a una retta e una giacitura assegnata

Il punto T si dice simmetrico del punto H, rispetto alla retta » = [Q, V1], nella giacitura Vo 2 Vi, se &
simmetrico di H rispetto al punto C = a Nr, dove a = [H, V3].

Va

Definizione 6.4.13: Simmetria rispetto a un piano in una direzione assegnata

Un punto T si dice simmetrico del punto H, rispetto al piano a = [Q, V2], nella direzione Vi 2 Vs, se &
simmetrico di H rispetto al punto C = a Nr, dove r = [H, V1].
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T

6.5 Curve e superfici algebriche

Definizione 6.5.1: Curva algebrica reale

Si dice curva algebrica reale di A>(R) 'insieme dei punti del piano As(R) le cui coordinate soddisfano
un’equazione del tipo f(x,y) = 0, dove f & un polinomio a coefficienti reali e non costante nelle variabili
xey.

Definizione 6.5.2: Superficie algebrica reale

Si dice superficie algebrica reale di A3(R) I'insieme dei punti di A3(IR) le cui coordinate soddisfano
un’equazione del tipo f(x,y,z) = 0 dove f & un polinomio a coefficienti reali e non costante nelle variabili
X, Y,z

Definizione 6.5.3: Curva algebrica reale

Si dice curva algebrica reale di A3(R) 'insieme dei punti di A3(R) le cui coordinate soddisfano un
sistema delle equazioni di due superfici algebriche reali che in essa si intersecano.

r
\




Capitolo 7

Spazi euclidei

7.1 E,(R), spazio euclideo di dimensione n

Definizione 7.1.1: Spazio euclideo

Si dice spazio euclideo di dimensione n sul campo R la struttura costituita da uno spazio affine A, (R)
il cui spazio vettoriale V,;(R) sia dotato di un prodotto scalare ”-” definito positivo.

Definizione 7.1.2: Ortogonalita tra sottospazi

Siano Sy, = [P, V] e Sk = [Q, Vi] due sottospazi lineari di E;,(R). Diremo che Sj; ¢ ortogonale a Sy se

Vi C Vkl oppure Vj 2 Vkl

Osservazione: La relazione di ortogonalita e simmetrica. Infatti se S, L Sg allora

1
LViCVE = Vi (VE) =i = VeV = ScLs,

1
2Vi2VE = Vi (V) =Vi = Vi2V = 5,15
In entrambi i casi S;, L Sy &= Si L Sj,. Quindi diremo semplicemente che Sy e Sy sono ortogonali.

Proposizione 7.1.1

In E2(R), dati la retta 7 e il punto H, esiste un’unica retta passante per H e ortogonale a r.

Dimostrazione: Dimostriamo prima di tutto ’esistenza della retta, successivamente ci occuperemo dell’unicita.
Poniamo 7 : [P, V4] e definiamo una s : [H, V;*]. s & una retta poiché R? = V; @ Vi+, per la formula di Grassmann
V;* ha dimensione 1, quindi s ¢ una retta. H € s per costruzione e r L s perché V- C V', cioe lo spazio di
traslazione della retta s contiene la direzione ortogonale a V;. Ora l'unicita della retta segue dall’unicita dello
spazio di traslazione e poiché esso ha dimensione 1, anche la retta ¢ unica.

Proposizione 7.1.2
In E3(R), siano assegnati una retta r e un piano . Dato un punto H
1. esiste un’unica retta s passante per H e ortogonale al piano a

2. esiste un unico piano B passante per H e ortogonale alla retta r

53
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Dimostrazione: Dimostriamo i 2 punti separatamente

1. poniamo « =[P, Vz] e s = [H, V,]. s & una retta perché dim(V;") = 1, poiché R?* = V, @ V- per la formula
di Grassmann. H € s e s L a valgono per costruzione.

2. poniamo r = [Q, V1] e definiamo B = [H, V{]. Verifichiamo che f sia un piano. Osserviamo che dato che

R = V; @ V{f = dim(V}')=2
S~—— —— ——
3 1 2

quindi § ¢ un piano. H € § e f L r valgono per costruzione. L unicita del piano segue dall’unicita di Vs, di
dimensione 2 e perpendicolare a V;.

Proposizione 7.1.3
Siano r : [P, V1] e @ = [Q, V2] rispettivamente una retta e un piano di E3(R). Se r L @ abbiamo che
1. r Ls Vs C a, cioe r & perpendicolare a ogni retta s contenuta nel piano a
2. aLp VB2r,cioe a & perpendicolare a ogni piano  contenente r
Dimostrazione: Dimostriamo i 2 punti separatamente
1. Sias C a con s = [H, V], allora
VicVo= V& = rls
[ — ——
poiché sCa poiché rls
2. Sia f C a con = [H,V,], allora
VQI o2V = V2J' - o L ‘B
—_—— ——
poiché f2Or  poiché rla

Proposizione 7.1.4

Siano « e r rispettivamente un piano e una retta di E3(IR), con & non ortogonale a r. Allora esiste un unico
piano f ortogonale ad a e contenente la retta r.

Dimostrazione: Sia p = [P,Vy ® V3] dove r = [P,Vi] e a = [Q,V2]. B & un piano perché dim(Vy) =
1, dim(V)) =1eVq # Vs (poiché a L v) = dim(V; @ V3") =2 = B & un piano. Per costruzione abbiamo
che B L a, infatti lo spazio di traslazione di f e:

Vie Vs 2V
e V3 ¢ lo spazio di traslazione di a. Inoltre f contiene r per le proposizioni precedenti ed ¢ ovviamente ortogonale

a . Per costruzione & I'unico piano che soddisfa queste condizioni.

7.2 Geometria analitica in E;(R)

Definizione 7.2.1

In E,(R) si dice riferimento cartesiano ortogonale monometrico la coppia RC = [O, 8] dove O @&
un punto di E;(R) e 8 = (e1, €2, ..., ;) & una base ortonormale.
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— B

1. In E5(R) si conviene indicare la base ortonormale come B = (i, j)

2. In E3(R) si conviene indicare la base ortonormale come B = (i, j, k)

7.3 Ortogonalita

Ortogonalita fra rette
Siano rq, ro due rette di E2(R) e sia r1 = [P, f(v)] con v = li + mj, analogamente ro = [P, f(v")] con v’ = I"i + m’j
v1lv = IlI'+mm’ =0

se r1 ha equazione ax +by+c = 0 e 3 ha equazione a’x+b’y +c’ = 0 allora P.d.r; = [(-b,a)], e P.d.ro = [(-b’,a’)]
quindi
L1y & —b(=b')+aa’ =bb" +aa’ =0

Se abbiamo due rette 11,12 in E3(R) con p.d.ry = [(I,m,n)], p.d.ro = [(I',m’,n’)] allorary L ro & vy, ciot il
generatore della direzione della retta r1, € ortogonale a vs, che e generatore della direzione della retta ro.

vi=li+mj+nk  ve=li+m'j+n'k
V1 Loy & riLryg & Il'+mm’ +nn’ =0
Analogamente se r1, 72 sono rette in E;(R) con p.d.ry = [(x1, X2, ..., xn)], p.d.ra = [(x7, x5, ..., x7)]

r1Llry & xx]+xax5+...4+x,x, =0
Direzione ortogonale a un iperpiano

Proposizione 7.3.1

Sia r : ax 4+ by + ¢ = 0 una retta di Eo(R), allora [(a,b)] ¢ la classe dei parametri direttori della direzione
ortogonale a 7.

Dimostrazione: Per ipotesi p.d.r = [(=b, a)] e abbiamo che per essere ortogonale la direzione (a,b)(=b,a) =0
oppure equivalentemente (ai +bj)(=bi+aj)=0 = [(a,b)] L 1.

Proposizione 7.3.2

Sia 7 : ax + by + cz +d = 0 un piano in E3(R), allora [(a,b, c)] ¢ la classe dei parametri direttori della
direzione ortogonale a Tt.

Dimostrazione: Sia v € Vs tale che 7 ha spazio di traslazione Va. Sev = (x,y,z) = ax+by+cz=0
(x,y,z)a,b,c)=0 = (a,b,c) Lv Vv eV,

Proposizione 7.3.3

Piu in generale: sia S;—; un iperpiano in E;(R) di equazione cartesiana aiX1 + daXg + ... + dyX, + dg =
0 = [(a1,as,...,a,)] & la classe dei parametri direttori della direzione ortogonale a S;,_;.

Ortogonalita fra piani in E3(R)

Proposizione 7.3.4

Siano a :ax+by+cz+d=0eB:a’x+b'y+c’z+d =0 due piani in E3(R), con (a,b,c) # (0,0, 0), allora
alp & aa’+bb' +cc’=0
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Dimostrazione: «a L &= Vo2 V,* dove V5 ¢ la giacitura di a e VJ ¢ la giacitura di .

Vot =[L(@,V,c)] & (@,V,) eV,
(x,y,2) €Vy & ax+by+cz=0equindi (a’,0',c’')€eVy & aa’"+bb" +cc’ =0
Ortogonalita fra retta e piano in E3(R)

Proposizione 7.3.5

In E3(R), sia r una retta con p.d.r = [(I, m, n)] e sia @ un piano di equazione ax + by + cz +d = 0, allora
r L a se, e soltanto se, [(a,b,c)] =[(I,m,n)]

Dimostrazione: v La & V| = V2l dove V; ¢ la direzione della retta e V5 € la giacitura di a.

Vi=L((I,m,n)=Vs =L(a,b,c) < [(a,b,c)]=[1m,n)]

7.4 Distanza

Distanza fra due punti in E,(R)

Siano P = (x1, X2, ..., X5) € Q = (x}x}, ..., x;,). La distanza tra P e Q ¢ la norma del vettore P_Q, quindi

d(P,Q) = |IPQ| = \PQ - PQ

PQ = (x] —xp)er + ... + (x5, — xy)en

AP, Q) = IIPQI| = (¥} = x1)2 + .. + (1) = x,)2

1. In E5(R), dati P = (x,y) e Q = (x’, v)

PQ = (¥ = x)i+(y - y)j

4P, Q) = (' = x) + (y ~ y)?
2. In E3(R), dati P = (x,y,2z) e Q = (x', y’, 2")

PQ = -x)i+(y -y)j+( -2k

AP, Q) = (¥ = x)2 + ('~ y)2 + (= - 2)2

Distanza punto retta in E5(R)

Siano P = (x¢, yo) e ¥ = [Q, V1] rispettivamente un punto e una retta in E5(R). Definiamo la distanza tra il punto
P e la retta r come la distanza tra P e il punto H, piede della perpendicolare per P a r (cioe l'intersezione tra r
e la retta perpendicolare a r passante per P).
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Determiniamo ||P-H|| Se r ha equazione ax + by + ¢ = 0 allora V;* = L(ai + bj). Posta
n=I[P,V{] = n =[P, L(ai + bj)]

H =nnr &la proiezione di P su r (cio¢ I'intersezione tra r e la retta per P*). Sia P’ = (x’, y’) un generico punto
su r di equazione ax + by + c =0. PH & la componente di PP’ lungo v.

P-H:PP -0

0
-0

PP' = (x" = x0)i + (Y — yo)j
PPr-o ||l _ [PP"- 0| _ (' = xo)a +(y' = yo)bl _ |¥'a +y'b — xoa — yob]
00 ol Va2 112 Va2 12

e, dato che P’ appartiene a r e che, quindi, ax’ + by’ = —c, si ha

d(P,r) = d(P,H) = |PH|| =

laxo + byo + |

diP,r) = e

Distanza punto piano in E3(R)

Siano P = (xg, Yo, X0) € a : ax + by + cz + d = 0 rispettivamente un punto e un piano di Es(R). Definiamo la
distanza d(P, a) come la distanza tra P e il punto H, intersezione tra a e la retta per p L a. Infatti d(P, a) =

d(P,H) = ||P-H|| Analogamente al caso precedente abbiamo che

laxo + byo + czo + d|

= Va? + b? + c?

Distanza punto retta in E3(R)

Siano P e r = [Q, V1] rispettivamente un punto e una retta in E3(R). Sia « il piano per P ortogonale a r e sia H
Pintersezione tra r e a. Definiamo d(P,r) = d(P,H) = ||PH||.

Esempio 7.4.1

+y=1
In E3(R) determiniamo la distanza di P = (3,0,1) da 7 : {x Z
=
x=1-t
y=t Pdr=[(-1,1,0)] =[(a,b,c)] a:—-x+y+0-z+d=0
z=2
Imponiamo il passaggio per P: -3+0+d=0 d=3 a:-x+y+3=0
x+y=1 x+y=1
anNr:y—x+y+3=0 Ox+2y=-2 = x=2;y=-1
A=K 222

H:(2,-1,2) d(P,r)=||PH||=PH = (-1)i+(-1)j+k=-1-j+k

Distanza tra due rette sghembe in E3(R)

Definizione 7.4.1: Retta di minima distanza

Si dice retta di minima distanza tra due rette r e s sghembe in E3(R) una retta ortogonale e incidente
sia ad r che ad s.
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Definizione 7.4.2: Distanza tra due rette sghembe in E3(R)

Definiamo la distanza tra due rette r e s sghembe in E3(IR) come la distanza tra i punti R e S ottenuti
intersecando la retta t di minima distanza tra r e s con r e s.

Proposizione 7.4.1

La retta di minima distanza tra r e s esiste ed € unica.

Assi e piani assiali

Definizione 7.4.3: Asse

In E5(R) dati due punti P, Q, si dice asse del segmento [P, Q] la retta passante per il punto medio di P e
Q e ortogonale alla retta per P e Q.

Proposizione 7.4.2
L’asse di un segmento [P, Q] ¢ il luogo dei punti equidistanti da P e da Q.

Dimostrazione: Dobbiamo dimostrare che ||P7—I|| = ||Q_>H|| VH € a (asse di [P, Q]).

PH=PM+MH e QH=QM+MH

IPHI| = VIIPMI2 + [IMH|[> [|QHI| = VIIQMI]? + [[MH[2  ma [|PM]| = [|QM]]
IPHI| = VIIPMI]? + [IMHI[* = VIQMI[* + [[MH[P? = ||QH|

Esempio 7.4.2
o . ) . _ _ _ 3 3
Determiniamo l'asse di P = (1,1) e Q = (2, —4). Il punto M = (5, -3

PQ=(@2-1)i+(-4-1)j=1-5j=(1,-5)

r J_P_Q per M e del tipo
Xx—5y+c=0 e passaper M

N w

1
+75+c:0 c=-9 = r: x-5y-9=0

Alternativamente
r: Her < d(H,P)=d(H,Q)

se H=(x,y)

VO =124 (y =12 = Jx =22 + (y + 42
xP-2x+1+y? -2y +1=x-dx+4+y*+8y+16 = r: 2x— 10y —18=0

Definizione 7.4.4: Piano assiale

In E3(R) si dice piano assiale del segmento [P, Q] il piano a passante per il punto medio di P e Q e
ortogonale al segmento [P, Q].

Proposizione 7.4.3
1l piano assiale del segmento [P, Q] ¢ il luogo dei punti equidistanti tra P e Q.
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7.5 Circonferenza e sfera

Definizione 7.5.1: Circonferenza

Dato un punto C = (xg, yo) in E2(R) e dato r, numero reale positivo, si dice circonferenza di centro C e
raggio r il luogo dei punti aventi distanza r da C.

Definizione 7.5.2: Sfera

Sia C = (x0, Yo, 20) € sia r un numero reale positivo. Si dice sfera di raggio C e di centro r il luogo dei
punti aventi distanza r da C.

Osservazione: La circonferenza ¢ una curva algebrica reale, mentre la sfera ¢ una superficie algebrica reale.

Rappresentazione analitica di una circonferenza in E5(R)

Sia il generico punto P = (x, y) appartenente alla circonferenza di centro C = (x¢, yo) e raggio r.

d(P,C):\/(x—x0)2+(y—y0)2:\/x2+y2+2ax+2by+x§+y§:r = (x—x0)? +(y—yo)* =712
X2+ y? +2ax +2by +c=0 & x? +y? —2x0x —2yoy + (xZ +yZ —1*) =0

Proposizione 7.5.1 Equazione cartesiana di una circonferenza
Tutte e sole le circonferenze si rappresentano come

x*+y*+2ax+2by+c=0 con a’+b*-c>0

e avremo che C = (—a,-b) e r = Va2 +b2 -
—+4 N.B. }

Se r fosse 0 allora a? + b% — ¢ = 0 e quindi x? + y2 + 2ax + 2by + ¢ = 0 rappresenta il solo punto C = (—a, =b).

Proposizione 7.5.2

Per tre punti non allineati in E5(R) passa un’unica circonferenza.

Rappresentazione analitica di una sfera in E3(R)

Sia il generico punto P = (x, y, z) appartenente alla sfera, allora

AP, C) = J(x = %0 +(y —yo)? + (=20 =1 = (x=x0P +(y — yo)* + (2~ 20)* =

Proposizione 7.5.3 Equazione cartesiana di una sfera

Tutte e sole le sfere si rappresentano come

x?+y? +2z2+2ax +2by +2cz+d =0 con a*+b*+c*>0

e avremo che C = (-a,-b,—c)er =Va2+b2+c2-d
B

Se a?+b%+c?—d =0 allora x2 + y2 +z2 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0 ¢ realizzata dal solo punto C = (—-a, —b, —c).
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Proposizione 7.5.4

Per quattro punti non complanari di E3(R) passa un’unica sfera.

Circonferenze in E3(R)

Definizione 7.5.3: Circonferenza in E3(R)

In E3(R) dati un piano @, un suo punto C e un numero reale positivo r, si dice circonferenza di centro
C e raggio r il luogo dei punti di a aventi distanza r da C.

Osservazione: Una circonferenza appartiene a infinite sfere. Quindi per tre punti non allineati passano infinite
sfere.

Proposizione 7.5.5

Tutte e sole le circonferenze di E3(R) ammettono una rappresentazione del tipo

ax+by+cz+d=0 — pianoa
(x —x0)* + (¥ — y0)* +(z — 20)* = R?

laxo +byo + czo + d| -

Va? +b? + c?

d(C’,a) <R ove C’=(xo,Yo,20) R

Osservazione: Vi sono infinite sfere che intersecano la circonferenza, ma solo in una di esse il centro C’ della
sfera coincide con il centro C della circonferenza. Il centro della circonferenza C si trova intersecando il piano a
con la retta per il centro della sfera C’ perpendicolarmente ad a. Per determinare il raggio della circonferenza
utilizziamo il teorema di Pitagora. Conosciamo sia [C, C’] = h che il raggio R della sfera. Quindi

r = VRZ — h2

—+4 NB. }

Una circonferenza in E3(R) si puo ottenere anche intersecando anche altre superfici con un piano, non solo
una sfera.

Esempio 7.5.1
Determinare se la seguente € una circonferenza

{x2+y2:7

z=3 > «a

x2+y?+22=16
z=3

x*+y*+2z2-2>=7 esiccome z =3 { che descrive una circonferenza.



Capitolo 8

Ampliamento e complessificazione

Il concetto di ampliamento dello spazio affine, e di conseguenza anche di quello euclideo, si basa sulla relazione
di parallelismo. Abbiamo visto che la relazione di parallelismo tra sottospazi lineari di uno spazio affine A, (K)
¢ una relazione di equivalenza. La classe delle delle rette parallele ¢ costituita da tutte le rette che hanno lo
stesso spazio di traslazione Vi e che ora diciamo avere la stessa direzione. Allo stesso modo abbiamo definito
la classe dei piani paralleli come tutti i piani aventi lo stesso spazio di traslazione V5 e che ora diciamo avere la
stessa giacitura. Qui avviene il passo fondamentale che € necessario assimilare al meglio per capire tutto cio che
seguira. Dobbiamo liberarci della nozione di parallelismo, da ora in poi quando si parla di spazi ampliati
non esisteranno piu rette che non si incontrano mai o piani che non si intersecano. Possiamo ora considerare ad
esempio lo spazio di traslazione Vi di una retta r = [P, V1] come un punto, di natura particolare, che chiameremo
punto improprio, a essa appartenente. La direzione della retta » accomuna anche tutte le rette parallele ad essa
e quindi, essendo essa il punto improprio, appartiene a tutte le rette parallele a r e di conseguenza tutte le rette
con la stessa direzione si intersecano nel loro punto improprio. Allo stesso modo daremo definizioni di ulteriori
enti geometrici impropri, ma il concetto rimane invariato. Rette complanari risultano sempre incidenti, piani
paralleli si intersecano nella loro retta impropria. Questo, una volta capito, € il modo piu semplice e intuitivo per
avvicinarci alla geometria proiettiva e, come vedremo in seguito, costituisce I’ambiente migliore per studiare
curve, superfici e pit in particolare coniche e quadriche.

8.1 Ampliamento proiettivo di As(R)

Definizione 8.1.1: Piano affine ampliato A,(RR)

Il piano affine ampliato A5(R), indotto da As(R), ¢ la struttura algebrica cosi definita
1. T’insieme dei punti che possono essere

e propri cioe I'insieme dei punti di A di A3(R)
e impropri cioe l'insieme dei punti di A, che sono le direzioni delle rette, ovvero gli spazi di
traslazione di dimensione 1
2. linsieme delle rette che possono essere
e proprie cioe I'insieme delle rette esistenti nello spazio affine, ciascuna arricchita del proprio
punto improprio
e la retta impropria cioe il luogo degli co! punti impropri del piano, tale retta viene indicata

COon 7o

3. lapplicazione f dello spazio affine, la quale rimane inalterata, mantiene cioe lo stesso dominio, lo
stesso codominio e le stesse proprieta

61



62 CAPITOLO 8. AMPLIAMENTO E COMPLESSIFICAZIONE

Proposizione 8.1.1

Due rette distinte di A5(IR) sono sempre incidenti.

Dimostrazione: La dimostrazione segue banalmente dalla definizione, ma la diamo per esteso per consolidare
meglio le idee. Siano r e s due rette distinte di A3(R), allora abbiamo 3 possibili casi

1. r e s sono proprie e non parallele tra loro, cid significa che r ¢ incidente a s in As(R) € A5(R) e il punto
improprio di r & diverso da quello di s.

2. r e s sono proprie ma sono fra loro parallele. ¥ Ns =0 in A5(R), ma r e s hanno la stessa direzione, quindi
si intersecano nello stesso punto improprio in As(R).

3. r & propria e S = 7, cioe la retta impropria. Quindi ¥ N's = r N 7, alla retta impropria appartiene per
definizione il punto improprio di e quindi si intersecano nel punto improprio di 7.

Proposizione 8.1.2

Per due punti distinti di A»(R) passa un’unica retta.

Dimostrazione: Siano A e B i due punti distinti considerati, abbiamo 3 casi possibili

1. A e B sono entrambi propri, quindi esiste un’unica retta in As(R) passante per A e B. Inoltre la retta
impropria non li contiene essendo essi punti propri e quindi esiste un’unica retta passante per A e B.

2. A ¢ proprio e B & improprio (o viceversa). Poniamo B come direzione Vi, cio implica che esiste un’unica
retta passante per A e avente come direzione Vi = B.

3. A e B sono entrambi impropri. Nessuna retta propria li contiene entrambi (ogni retta propria ha un unico
punto improprio), tuttavia A, B € r che & I'unica che li contiene entrambi.

8.2 Geometria analitica in A»(R)
Indichiamo con
R*\{(0,0,0)}
P

I'insieme delle terne definite a meno di un fattore di proporzionalita reale e non nullo. In cui p indica la relazione
di equivalenza data dalla proporzionalita. Quindi consideriamo due terne equivalenti se sono proporzionali.

Proposizione 8.2.1
Sia RA =[O, B] un riferimento affine di A>(R) e sia

R*\{(0,0,0)}

AU A,
¢ p

sia P € A di coordinate (x, y)
o(P) =[(x,y, 1]
sia P € A corrispondente alla direzione [(I, m)]

(P(P) = [(l,m,O)]

la mappa ¢ ¢ una biiezione e le coordinate indotte da ¢ sono chiamate coordinate omogenee.
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Osservazione: Sia P di coordinate omogenee [(x1, X2, x3)], con x3 # 0, quindi punto proprio. Allora le sue

coordinate omogenee sono
X1 X2
s 1
[(xza X3 )]

ret=(5)

Se invece P ¢ improprio, quindi x3 = 0, allora

P ={(x1,x2,0)] [(I,m)] = [(x1, x2)]

quindi P non ha coordinate affini e le sue coordiante omogenee sono date dai parametri direttori della retta.

quindi scritto in coordinate affini

Rappresentazione delle rette in A5(R)
Sia RA[O, B] un riferimento affine di A3(R). In A3(R) I’equazione cartesiana di una retta &
ax+by+c=0 con (a,b)+(0,0)

X1 X2

per i sui punti propri P = [(— =2, 1)] dovra valere I'equazione ax + by + ¢ = 0, quindi

x37’ X3
a(ﬁ)+b(ﬁ)+c:0
X3 X3

quindi, moltiplicando tutto per x3, che si suppone non nullo, otteniamo
axy +bxs+cx3=0 con (a,b)#(0,0)

Il punto improprio di ax +by +c¢ =0 & [(-b,a,0)]. Sostituiamo in ax; + bxa + cx3 = 0 le coordinate omogenee
[(=b,a,0)] e otteniamo la seguente

a(-b)+ba+0=0
che & sempre verificata, quindi ax; + bxs + cx3 = 0 & Pequazione omogenea di una retta r in A5(R).
Siano ora (a,b) = (0,0), allora ax; + bxs + cx3 = 0 si riduce a Ox; +0xy + cxg3 =0 conc #0, cx3 =0, x3=0¢
la 7o perché rispettata da tutti e soli i punti impropri. L’equazione ax; + bxs + cxs = 0 con (a,b,c) # (0,0,0)
rappresenta in ogni caso, anche quello della 7o, una retta di A~2(]R). Di conseguenza e ’equazione cartesiana di
una retta di As(R).

8.3 Complessificazione di A»(R)

Utilizzare il campo complesso, anziché quello reale, ci consente di dimostrare i teoremi dell’ordine per le curve e le
superfici, il cui utilizzo agevola in maniera determinante lo studio delle proprieta geometriche. Definiamo A5 (C)
il piano affine ampliato e complessificato, in cui

e i punti sono le terne, non nulle, di numeri complessi determinati a meno di un fattore di proporzionalita
complesso e non nullo.

C\{(0,0,0)}
p

e le rette sono il luogo delle autosoluzioni, non nulle, di un’equazione del tipo

axi+bxg+cx3=0 con (a,b,c)#(0,0,0) e a,b,ceC

Definizione 8.3.1: Punti e rette in A5(C)

In A5(C) si dicono:
e punti e rette reali tutti i punti e le rette che ammettono una rappresentazione reale

e punti e rette immaginari tutti i punti e le rette che ammettono solo rappresentazioni immaginarie
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Definizione 8.3.2: Coniugati

Si dicono coniugati due enti (punti, rette ecc...) che ammettono rappresentazioni coniugate. La funzione
di coniugio e quella che ad ogni numero complesso z = x + iy € C, associa il suo complesso coniugato

z = x — iy = Re(z) — iIm(z)

Proposizione 8.3.1

Un ente geometrico (punto, retta, curva ecc...) & reale se, e soltanto se, coincide con il proprio coniugato.

Osservazione: Una retta reale ha infiniti punti immaginari

Osservazione: Se un’equazione reale ¢ realizzata da un punto P allora P ¢ soluzione se, e soltanto se, P € r ¢
reale. Quindi P erer=T7.

Proposizione 8.3.2
In A~2(C)

1. la retta che congiunge due punti P e P immaginari e coniugati e reale.
2. per un punto P immaginario (P # P) passa un’unica retta reale.
3. due rette immaginarie e coniugate si intersecano in un punto reale di AQ(C).

4. ogni retta r immaginaria ha un unico punto reale in Ay(C).

Dimostrazione: Dimostriamo ogni punto separatemente

1. Siano P e P due punti immaginari e coniugati. Sia r la retta che li congiunge. La retta 7, coniugata di 7,

rimane individuata da P e P, quindi, per I'unicita della retta che congiunge due punti, » = 7, che pertanto
& anche reale.

. La retta rt(P, P) & reale per la proposizione precedente. Supponiamo per assurdo che esista un s # rt(P, P)

retta reale per P. Cid implica che P € s poiché s ¢ reale. Quindi s = rt(P,I_J) che ¢ assurdo! Poiché
avevamo supposto che s fosse distinta dalla congiungente fra P e P. Quindi esiste ed & unica la retta r reale
per P.

. Sia r una retta immaginaria e 7 la sua coniugata. Ovviamente, r # 7, altrimenti r sarebbe reale, quindi

r N7 ¢ un punto P. Dato che P appartiene ad r e a 7, il suo coniugato P appartiene sia a 7 che a 7, che
coincide con r. Quindi P coincide con P e di conseguenza ¢ reale.

. Per ipotesi 7 # ¥ quindi esiste un punto P intersezione di 7 e 7. Per la proposizione precedente P ¢ reale.

Sia S € r un punto reale. Essendo reale S coincide con il proprio coniugato S e inoltre S € r N7. Ma per
I'unicita del punto di intersezione, S = P.

8.4 Curve algebriche reali in Ay(C)

Una curva algebrica reale di A5(C) ¢ il luogo delle autosoluzioni di un’equazione del tipo

dove F(x1,x2,x3) =0 & un polinomio omogeneo a coefficienti reali nelle variabili x1, x2, x3.

Definizione 8.4.1: Curve algebriche reali in A,(C)

F(xl/x2/x3) =0
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Osservazione: Ogni curva algebrica reale di A5(C) che contiene un punto P contiene anche P.

Definizione 8.4.2: Curva riducibile

In A,(C) una curva algebrica reale C : F(x1, X2, x3) si dice riducibile se F ¢ il prodotto di polinomi di
grado piu basso. Altrimenti la curva si dice irriducibile.

Se C e riducibile risulta
P(xll X2, X?,) = [Pl(xll X2, x3)]111 : [F2(x1/ X2, x3)]n2 et [Pt(xlf X2, x3)]nt
dove i polinomi F;(x1, x2, x3) sono polinomi irriducibili di grado positivo. Quindi avremo che

deg(F) = ny deg(F1) + ...+ n; deg(F;)

Osservazione: Geometricamente una curva riducibile si riduce in componenti ottenute uguagliando a zero i
vari fattori.

Definizione 8.4.3: Ordine

Si dice ordine di una curva algebrica reale in A5(C) il grado del polinomio F che la definisce.

C=CiUCU...UC(Cy

Teorema 8.4.1 Teorema dell’ordine

L’ordine di una curva algebrica reale ¢ uguale al numero di intersezioni in comune con una qualsiasi retta
r di A2(C) a patto che r non sia componente della curva e che le intersezioni siano contate con la dovuta
molteplicita.

Definizione 8.4.4: Punti semplici ed r-upli

Sia C una curva algebrica di A5(C) e sia P € C

e P si dice semplice se la generica retta per P interseca C in P con molteplicita unitaria ed esiste
un’unica retta, chiamata retta tangente, con molteplicita di intersezione in P maggiore di 1.

e P si dice r-uplo (doppio, triplo, ecc...) se la generica retta per P interseca C in P con molteplicita
r, ed esistono r (contate con la loro molteplicitd) rette con molteplicita di intersezione in P maggiore
di r (rette tangenti).

Proposizione 8.4.1

Sia C una curva algebrica reale di A~2(C). Se una retta r ha piu di n intersezioni con C, con n 'ordine di
C, allora r ¢ componente di C.

Dimostrazione: Per il teorema dell’ordine se ¥ non fosse componente della curva C avrebbe esattamente n
intersezioni con C (a patto di contarle con la dovuta molteplicita).

Proposizione 8.4.2
Sia C una curva algebrica reale di A(C) di ordine n. Allora C non possiede punti (1 + 1)-upli.

Dimostrazione: Dato che C ¢ di ordine n questo significa che esiste una retta r € A5(C) non componente di
C passante per un punto dato di C. Sia, per assurdo P un punto (n + 1)-uplo.

[rNC|=n+1 perché passa per P
ma dato che r non & componente per il teorema dell’ordine

rNnCl=n<n+1
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Assurdo!

Proposizione 8.4.3

Sia C una curva algebrica reale di AQ(C) di ordine n. C ha un punto n-uplo P se, e soltanto se, C & unione
di n rette (contate con la dovuta molteplicita) per P.

Dimostrazione: 7 =7 Sia P # Q € C esiar laretta rt(P, Q). Supponiamo per assurdo 7 non sia componente,
allora per il teorema dell’ordine

n=rnCl> n + 1
SN—— =
epP eQ

Assurdo! Quindi per ogni punto Q € C la retta PQ & componente. Di conseguenza C & unione di rette per P.
Quindi queste rette sono n = deg(F) = ordine di C.

? <=7 Sia C unione di n rette per P. Allora la generica retta per P non componente di C interseca C solo in P,
quindi P ¢ punto n-uplo.

Definizione 8.4.5: Punto multiplo

Sia C una curva algebrica reale di A5(C) e sia P € C. Se P non & un punto semplice allora si dice punto
multiplo.

Teorema 8.4.2

Sia C una curva algebrica reale di A5(C) di ordine n e sia F(x1, X2, x3) = 0 il polinomio omogeneo che la
definisce. I punti multipli di C sono le classi di autosoluzioni del sistema associato alle derivate:

OF
Xm
oF _
o
F _
o =0

Esempio 8.4.1

Ad esempio prendiamo una curva algebrica reale
x2+2x2+3xx —3x2x3 =0
1 2 143 243

I punti multipli di C sono le classi di autosoluzioni del seguente sistema

E=2x1+3x3:0
572:4x2—3x3=0

E=3X1—3X2=0

2 0 3
A=[0 4 -3 |A| #0
3 -3 0
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8.5 Ampliamento proiettivo di A3(R)

Definizione 8.5.1: Spazio affine ampliato A;(R)

Lo spazio affine ampliato A,(R), indotto da A3(R), ¢ la struttura algebrica cosi definita
1. l'insieme dei punti che possono essere

e propri cioe 'insieme dei punti di A di A3(R)
e impropri cioe l'insieme dei punti di A, che sono le direzioni delle rette, ovvero gli spazi di
traslazione di dimensione 1
2. l'insieme delle rette che possono essere
e proprie cio¢ I'insieme delle rette esistenti nello spazio affine, ciascuna arricchita del proprio
punto improprio

e improprie cioe le giaciture dei piani, ovvero gli spazi di traslazione di dimensione 2
3. l'insieme dei piani che possono essere

e propri cioe l'insieme dei piani esistenti nello spazio affine, ciascuno considerato con la sua retta
impropria
e improprio cioe l'insieme Aw, luogo di co? ti i i
00, lUOg punti impropri

4. Vapplicazione f dello spazio affine, la quale rimane inalterata, mantiene cio¢ lo stesso dominio, lo
stesso codominio e le stesse proprieta

Proposizione 8.5.1

Diamo una serie di conseguenze senza dimostrazione
1. due rette parallele hanno la stessa direzione e quindi hanno lo stesso punto improprio
2. due piani paralleli hanno la stessa giacitura e quindi hanno la stessa retta impropria

il piano improprio contiene tutte e sole le rette improprie

= 88

ogni retta impropria contiene un solo punto improprio (la sua direzione)

5. ogni piano proprio contiene co! punti impropri, ovvero una retta (la sua giacitura).

8.6 Geometria analitica in A3(R)

Indichiamo con
R*\{(0,0,0,0)}

p

cioe l'insieme delle quaterne definite a meno di un fattore di proporzionalita reale e non nullo. In cui p in-
dica la relazione di equivalenza data dalla proporzionalita. Quindi consideriamo due terne equivalenti se sono
proporzionali.

Proposizione 8.6.1
Sia RA =[O, B] un riferimento affine di A3(R) e sia

R*\{(0,0,0,0)}

tAUAw
¢ p
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sia P € A di coordinate (x,y,z)

¢(P) = [(x,y,2,1)]

sia P € Ay corrispondente alla direzione [(I,m, n)]

¢(P) = [(I,m,n,0)]

la mappa ¢ e una biiezione e le coordinate indotte da ¢ sono chiamate coordinate omogenee.

Rappresentazione dei piani

L’equazione cartesiana di un piano in A3(R) ¢

axy +bxs+cx3+dxy =0 con (a,b,c,d)+(0,0,0,0)

Osservazione:
1. se (a,b,c) #(0,0,0) allora il piano & proprio ed ha equazione affine

ax+by+cz+d=0
2. se (a,b,c)=(0,0,0) allora d # 0 e otteniamo x4 = 0 (che definisce il piano improprio).

Rappresentazione delle rette

In A3(R) una retta si rappresenta con

axy+bxy+cxs+dxys =0
’ ’ ’ ’ con p ’ b’
a’x1+b'xg+c'x3+d'x,=0 a c

Osservazione:

1. se abbiamo

allora r & propria e ha rappresentazione affine

ax+by+cz+d=0
ax+b'y+cz+d =0

2. se, invece, abbiamo

sono possibili due casi

(a) i due piani sono paralleli e distinti

(b) uno dei due ¢ il piano improprio e quindi x4 = 0

in entrambi di questi casi r ¢ impropria.
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8.7 Complessificazione di A3(R)
Ag(C) ¢ lo spazio ampliato e complessificato. I suoi punti sono le quaterne di

C*"\{(0,0,0,0)}
p

cioe le classi di proporzionalita delle quaterne complesse. La relazione di proporzionalita ¢ chiaramente da
intendersi in C. All'interno dello spazio definiamo

e le rette sono i punti tali che

axy +bxg +cxs+dxs =0
{ con a,a’,b,b,c,c’,d,d €C

a’'x1+b'xg+c'x3+d'x,=0

e tali che

e un piano e costituito dai punti

ax, +bxs+cxs+dx, =0 con (a,b,c,d)eC*\{(0,0,0,0)}

Definizione 8.7.1: Punti, rette e piani reali

In A3(C) i punti, le rette e i piani si dicono reali se ammettono almeno una rappresentazione con coefficienti
reali. Si dicono immaginari altrimenti.

Definizione 8.7.2: Rette immaginarie di prima e seconda specie

In A3(C) una retta r immaginaria ¢ detta immaginaria di prima specie se ¢ complanare con la propria
coniugata 7. Mentre r & detta immaginaria di seconda specie se € sghemba con la sua coniugata 7.

Proposizione 8.7.1
In A3(C)

1. La retta congiungente due punti immaginari e coniugati ¢ reale

2. se una retta (o un piano) reale contiene un punto P immaginario allora contiene anche P
3. se P & immaginario 1'unica retta reale per P & rt(P,P)

4. D'intersezione tra un piano 7 immaginario e 7T & una retta reale

5. un piano 7 immaginario contiene un’unica retta reale : T N'TT

6. se r € una retta immaginaria allora

(a) ¥ & contenuta in al pitt un piano reale
(b) r contiene al piti un punto immaginario
in particolare se r ¢ immaginaria di prima specie il piano contenente 7 e 7 € reale e ¥ N7 & un punto

reale. Se invece r € immaginaria di seconda specie allora r non ¢ contenuta in alcuno piano reale e
non contiene alcun punto reale.
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8.8 Superfici algebriche reali di A3(C)

Definizione 8.8.1: Superfici algebriche reali in A;(C)

Una superficie algebrica reale di A~3(C) ¢ linsieme delle classi di autosoluzioni complesse di
un’equazione del tipo

F(x1,x2,%3,x4) =0 ove F & un polinomio omogeneo a coefficienti reali in x1, X2, X3, X4

Il grado di F & chiamato ordine della superficie. Se F & fattorizzabile in polinomi di grado positivo la
superficie si dice riducibile in componenti.

Teorema 8.8.1 Primo teorema dell’ordine

L’ordine di una superficie algebrica ¥ reale ¢ uguale al numero di punti in comune a X e a una qualsiasi
retta ¥ non contenuta in X a patto di contarli con la dovuta molteplicita.

Corollario 8.8.1

Se il numero di intersezioni fra la retta e la superficie £ ¢ maggiore dell’ordine di X, allora r € contenuta in
Z

Teorema 8.8.2 Secondo teorema dell’ordine

L’intersezione tra una superficie algebrica reale X e un piano a non componente di X & una curva dello
stesso ordine di X.

Corollario 8.8.2

Se X N 7t contiene una curva C con ord(C) > ord(X), allora 7t & componente di X.

Definizione 8.8.2

In A5(C), data una superficie algebrica reale X, un punto P € X & detto r-uplo se la generica retta per P
ha molteplicita di intersezione con X in P uguale a r. Inoltre

e se r =1, allora P ¢ detto semplice

e se v > 1, allora P & detto multiplo

Teorema 8.8.3

I punti multipli di una curva algebrica reale di equazione F(x1, X2, X3, X4) sono le classi di autosoluzioni del

sistema
IE _

IdE _
IE _
JF _




Capitolo 9

Coniche

9.1 Coniche in A(C)

Definizione 9.1.1: Conica

Si dice conica una curva algebrica reale di A5(C) (curva piana) del secondo ordine. Una conica si rappre-
senta eguagliando a 0 un polinomio omogeneo F di secondo grado nelle variabili x1, xo, x3, a coefficienti
reali. La generica equazione della conica e

C: ﬂll.X% + 2a19X1X0 + 2a13X1X3 + agzxg + 2a93X9X3 + aggxg =0

Se chiamiamo

X1 a11 412 413
X=|x A=| a2 az a3
X3 aiz a23 4ss

Possiamo riscrivere I’equazione come prodotto righe per colonne
C: 'XAX =0

A & una matrice reale e simmetrica ed & detta matrice della conica.

Esempio 9.1.1

Consideriamo la conica
—x? + 4x1 x5 + 5x2 — 3x2x3 + 6x2 =0

-1 2 0
A=[2 5 -3
3
0 -3 6
Ora facciamo il prodotto
-1 2 0 X1
(x1 x2 x3)-| 2 5 =2 [ x]|=0
0 -3 6 X3
X1
(—X1+QXQ 2x1+5x2—%x3 —%X2+6X'3) | x2 |=0
X3

3 3
xl(—xl alx 29('2) + Xo (2X1 + 5xo — 53(3) P 2633 (—§X2 ot 6X3) =0

—x% +4x1x0 + 5x§ —3x9Xx3 + 6x§ =0

che ¢ uguale all’equazione di partenza.

71
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Osservazione: L’equazione della generica conica in Ay(C) dipende da 6 coefficienti definiti a meno di un fattore
di proporzionalitd. Quindi le coniche di A5(C) sono oo®.

Proposizione 9.1.1

Sia C una conica di A(C) riducibile. Allora C ¢ unione di 2 rette che possono essere reali e distinte, reali
e coincidenti oppure immaginarie e coniugate.

Dimostrazione: Sia C la conica associata al polinomio F(xq,x2,x3) = 0. Se C ¢ riducibile F(x1,x2,x3) =
F1(x1,x2,x3) - Fo(x1,x2,x3) dove F; e Fo hanno grado 1, quindi rappresentano delle rette e di conseguenza C ¢
unione di due rette ry e ro. Se 71 e r2 sono entrambe reali siamo nei casi 1 o 2. Se invece r; ¢ immaginaria allora
71 ¢ ancora componente di C (per ogni P € ¥;, P € C), mary # 7] = 71 =ry, = C siriduce in due rette
immaginarie e coniugate.

Punti multipli di una conica
Proposizione 9.1.2
In A5(C) una conica

1. non ha punti tripli

2. ha un punto doppio se, e soltanto se, ¢ riducibile. E abbiamo due possibilita

(a) ha solo un punto doppio P e si riduce in due rette distinte per P

(b) ha almeno due punti doppi allora ne ha ool e si fattorizza in una retta reale contata due volte

Dimostrazione: Dimostriamo il secondo punto
7 = ” Per ipotesi C ha un punto doppio P. Sia R € C e consideriamo la retta r = rt(P,R), se non fosse
componente avrebbe

[rNC|>2+1=3 intersezioni con C

Assurdo! Questo € in contraddizione con il teorema dell’ordine.
7 =" Sia C per ipotesi riducibile. Allora C =r; Ury. Sia P € r1 Nry e sia r una retta per P diversa da r e da
ro. Quindi ¥ N C = P. Per il teorema dell’ordine P ha molteplicita doppia e abbiamo due casi possibili

1. se r1 = 1 abbiamo co! punti doppie C =7, Ury
2. altrimenti abbiamo un solo P punto doppio che & r; N7y

Dobbiamo dimostrare che esiste un solo punto doppio. Siano per assurdo P; e Py punti doppi distinti e sia
C=r;Urgcon ry # 1. Sia Q ErgePye 1, allora

Irt(P,,Q)NCl> 2 + 1
—_—— ——

Py Q

Per il teorema dell’ordine 7t(P3, Q) ¢ componente. Assurdo! Perché avremmo 3 componenti (1, 72, rt(P2, Q)).

Definizione 9.1.2: Coniche generali o degeneri

Una conica si dice

e generale, se ¢ priva di punti doppi = quindi non ¢ riducibile
e semplicemente degenere se ha un solo punto doppio = C =r; Ury con 1y # 7o

o doppiamente degenere se ha co! punti doppi = C=rUr
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Teorema 9.1.1

In A~2(C) i punti doppi di una conica C si trovano considerando le classi di autosoluzioni del sistema
omogeneo

AX =0

dove A ¢ la matrice associata a C.

Dimostrazione:
C:F(x1,x2,x3) =0 dove F &:
ﬂ11X% + 2a19X1X2 + 2a13X1X3 + nggxg + 2a93X9X3 + 0133X§ =0

i punti doppi si trovano risolvendo

oy = 2a11x1 + 2a10x2 + 2a13x3 =0
;TFQ = 2a19X1 + 2a99Xo + 2a23x3 =0
JoF

Ixa = 2a13Xx1 + 2as3xo + 2a33x3 =0

Possiamo dividere tutti i fattori per 2

app a2 413 X 0

a2 dga a3 |-l x2 |=]0

a13 a3 433 X3 0
— AX =0

Teorema 9.1.2

In A(C) una conica C : I XAX = 0 risulta
1. generale se, e soltanto se, p(A) =3
2. semplicemente degenere se, e soltanto se, p(A) = 2

3. doppiamente degenere se, e soltanto se, p(A) =1

Dimostrazione: Dimostriamo tutti i casi singolarmente:
1. C & generale se, e soltanto se, non ha punti doppi. Se AX = 0 ha solo la soluzione nulla & p(A) = 3.
2. C & semplicemente degenere se ha un solo punto doppio. &= AX =0 ha co! soluzioni & p(A) =2

3. C & doppiamente degenere se ha co! punti doppi &= AX = 0 ha oo? soluzioni (se [(x1, x2, x3)] & soluzione
[(2x1,2x2,2x3)] € lo stesso punto doppio) &= p(A) =1

Classificazione affine di una conica generale

Sia C una conica di A3(C) e r una qualsiasi retta, osserviamo che ¥ N C puo essere

1. due punti reali e distinti
2. un punto reale con molteplicita doppia

3. due punti immaginari e coniugati
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Se consideriamo come retta la ro questa serie di casistiche ci da la classificazione affine delle coniche generali.

Definizione 9.1.3: Ellisse, iperbole e parabola

Sia C una conica generale di Ay(C). Allora C N7 & data da due punti P, Q (non necessariamente distinti)
e C si dice:

1. ellisse, se P e Q sono immaginari e coniugati
2. iperbole, se P e Q sono reali e distinti

3. parabola, se P e Q sono reali e coincidenti

Condizioni analitiche

Sia C una conica generale di equazione
6111x% +2a19X1Xo + 2a13X1X3 + ﬂggxg + 2a93X2X3 + LI33X§ =0

La 7« ha equazione x3 = 0

{IlllX% + 2a19X1X9 + azgxg =0=CNrw
X3 = 0

Almeno uno fra x1, x2 # 0. Supponiamo x5 # 0 e dividiamo per x%

2
X1 X1
a1 |— | +2a10|—]+a=0
X2 X2
La risolviamo in (%) Se
1. —% > (0 abbiamo due soluzioni immaginarie e coniugate — ellisse;

2. —% = 0 abbiamo due soluzioni coincidenti = parabola;

3. —% < 0 abbiamo due soluzioni reali e distinte = iperbole.

A b 2 2&112 2 2
Z: =] —ac= T — 11422 = 479 — A11422

Per semplificare le cose, data la matrice della conica
a1 di2 413

A=|aia a2 a3 poniamo A*:(

aii 6112)
ai13 d23 433

Per classificare la conica basta studiare il determinante di A*

|A*| = ay1a95 — a3, = 1

Se C ¢ una conica generale (|JA| = 0) allora si applicano le casistiche precedentemente elencate.
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9.2 Polarita associata a una conica

Definizione 9.2.1: Coniugato rispetto ad una conica

Data una conica C : {XAX = 0 e dati due punti di A5(C)

P"=[(x},x5,x3)] e P”=[(x{,x3,x3)]

si dice che P’ & coniugato a P” rispetto a C se

x 2%
X’AX" =0 con X' =[x} | e X"=|xj
P P

. J

Osservazione: Sia P’ coniugato a P”, ovvero
IX'AX" =0 = ({X’AX")=0="X""A'(!X") ='X"AX' =0 = P” & coniugato a P’

Quindi la relazione di coniugio ¢ simmetrica, percid potremo dire semplicemente che P’ e P” sono coniugati.

Definizione 9.2.2: Polare

Sia C una conica e P’ un punto di A(C). Si dice polare di P’ rispetto a C, il luogo dei coniugati di P’
rispetto a C. Il punto P’ prende il nome di polo di tale luogo.

Proposizione 9.2.1

In A5(C) la polare di un punto P rispetto ad una conica generale ¢ una retta.

Dimostrazione: Sia P = [(x],x},x})] allora Q = [(x1, x2, x3)] appartiene alla polare di P se, e soltanto se,

X1
(x},x5,x5) Al x2 | =0 poniamo (x7,x5,x5) A=(a,b,c)
X3
X1
(a,b,c)| xo |=ax;+bxg+cx3=0
X3

che ¢ I'equazione di una retta. A meno che (a,b,c) = (0,0,0). Sia per assurdo (a,b, c) = (0,0, 0) cio significa che
(x7, x5, x%) A=1(0,0,0) e questo avviene se, e soltanto se,

NEAE
A x/2 =A x/2 =0
X3 X3

X

quindi | x5 | sono le coordinate di un punto doppio e di conseguenza P & un punto doppio di C, ma per ipotesi C
x/
3

¢ generale. Assurdo! Quindi (a,b,c) # (0,0,0) = ax; +bxs+cx3 =0 & una retta. Essa ¢ detta retta polare

di P rispetto a C.

Definizione 9.2.3: Polarita

Si dice polarita associata a una conica generale, la corrispondenza che associa a ogni punto, detto polo,
la sua polare
polo < polare

¢ facile dimostrare che questa relazione ¢ una biiezione.
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Proposizione 9.2.2 Principio di reciprocita
Sia C una conica generale di A5(C), sia P € A5(C) e sia p la polare di P, allora

1. le polari dei punti di p passano per P

2. i poli delle rette per P appartengono a p

Dimostrazione: Dimostriamo i due punti separatamente
1. SiaQ € p = Q, P sono coniugati = P € g, polare di Q

2. Sia g una retta per P. Il polo Q di g & coniugato a tutti i punti di g4 di conseguenza Q ¢ coniugato a P,

quindi Q € p.
Proposizione 9.2.3
Sia C una conica generale di A(C). Allora
1. sia P € C, questo implica che la polare p di P ¢ la retta tangente a C in P
2. Sia P ¢ C, la polare di P ¢ la congiungente dei due punti T; e Ty ottenuti intersecando le tangenti ¢;
e ty alla conica per P.
Dimostrazione: Dimostriamo i due punti separatamente
x] X1
1. Sia P, di coordinate Xp =| x;, |, appartenente alla conica, allora la polare di P ha equazione EXpA| x2 |=0
x! X3
3

che ¢ la formula della retta tangente a C in P.

2. T; € C implica che la polare di T rispetto a C ¢ t;. P € t; quindi P appartiene alla polare di T;. Percio
per il principio di reciprocita T; appartiene alla polare di P e di conseguenza T; € p. Analogamente T, € C
significa che la polare di T, € t; e P € ty significa che T, € p. Quindi infine T;, T, € p = p ela
congiungente di T e Ts.

Osservazione: Equivalentemente il punto 2 si puo riscrivere nel seguente modo

Proposizione 9.2.4

Se P ¢ C la sua polare p si ottiene congiungendo i punti Ty e T, di tangenza delle tangenti per passanti P.

Definizione 9.2.4: Centro e diametri di una conica

Si dice centro di una conica generale di A5(C) il polo della retta impropria. Si dicono diametri di una
conica generale le rette polari dei punti impropri.

Osservazione: Per il principio di reciprocita i diametri passano per il centro della conica. Quindi sono il fascio
proprio (se ¢’ proprio) di rette per C.

Per determinare le coordinate del centro dobbiamo scegliere due punti Xo = [(1,0,0)], punto improprio dell’asse
x, e Yoo =[(0,1,0)], punto improprio dell’asse y. La polare di Xe &

ai1 412 43 X1 X1
(1,0,0) a12 a2 az3 || x2 |=0 (a11,a12,413)| X2 | =an1x1 +a12X2 +a13x3 =0
a1z a3 433 X3 X3
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Analogamente la polare di Y &
A12X1 + A20Xo + A23x3 =0

a11X1 + a1o0x9 +a13x3 =0 Py
A12X1 + Ao0Xo + as3x3 =0 Py
Il centro C & proprio se P; e P> non sono paralleli. Se

ai1 a2

=|A"|#0
aiz2 a2

il centro € un punto proprio. Ma il centro ¢ un punto proprio se C & un ellisse o un’iperbole. Quindi in questo
caso i diametri sono un fascio proprio di rette di centro C.

F: /\(a11x1 + a19Xo + a13x3) + H(ﬂlgxl + dooXo + ll23X3) =0

Equazione del fascio dei diametri Se C ¢ una parabola = |A*| =0 = P; parallelo a P, = il centro
¢ un punto improprio. = i diametri formano un fascio improprio di equazione

a11X1 + adi2Xxo + kX3 =0 con keC

fascio improprio dei diametri della parabola.

Asintoti di una conica

Definizione 9.2.5: Asintoti

Si dicono asintoti di una conica le rette proprie tangenti alla conica nei suoi punti impropri.

Osservazione: Gli asintoti di una conica sono quindi le rette polari nei suoi punti impropri. Gli asintoti sono
quindi dei diametri e passano per il centro. Se il centro ¢ proprio (cioe se C & un’ellisse o un’iperbole) gli asintoti
sono le rette che congiungono il centro con i punti impropri di C.

Proposizione 9.2.5

La parabola € una conica con centro improprio e priva di asintoti.

Dimostrazione: Sia C una parabola = C & tangente alla retta impropria in un punto che chiamiamo Pe.
Quindi la retta polare di Ps € Yoo = il polo della o ¢ P, = il punto Py € il centro della parabola.
Osserviamo che C ha solo un punto improprio P, = ammette solo una tangente nel suo punto improprio. Ma
t elaro = la re non & un asintoto.

Definizione 9.2.6: Coniche a centro

Diremo che I’iperbole e I’ellisse sono coniche a centro, mentre la parabola ¢ detta conica non a centro.

9.3 Proprieta metriche di una conica

Definizione 9.3.1: Iperbole equilatera

Un’iperbole si dice equilatera se i suoi asintoti sono ortogonali.

Proposizione 9.3.1

Una conica generale € un’iperbole equilatera se, e soltanto se,

a11 +as =0
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Esempio 9.3.1
Si stabiliscano i valori di k € R tali che

C: 2kx? +2(k—2)xy —4y* +2x+1=0

sia un’iperbole equilatera.

1. 2k=—(-4) > k=2

2. Sostituiamo dentro all’equazione e scriviamola in forma omogenea

4 0 1
4x%+0x1x2—4x§+2x1x3+x§:0 A=|0 -4 0|0
1 0 1

k = 2 da luogo ad un’iperbole equilatera.

Definizione 9.3.2: Ortogonale al punto improprio

Diremo che la retta p di parametri direttori [(I, m’)] & ortogonale al punto improprio P : [(I,m,0)] se

I+mm’ =0

Definizione 9.3.3: Asse di una conica

\ r

Si dice asse, di una conica generale, ogni diametro ortogonale al proprio polo.

Definizione 9.3.4: Vertici

Si dicono vertici le intersezioni proprie della conica con i propri assi.

Condizioni analitiche

Proposizione 9.3.2

Gli assi di una conica a centro (ellisse o iperbole) sono due e sono ortogonali tra loro, a meno che non si
tratti di una circonferenza generalizzata, in tal caso tutti i diametri sono assi.

Dimostrazione: Sia a un asse della conica. Poniamo i suoi parametri direttori di a come p.d.a = [(I, m)]. Ma
allora D cioe il polo di a ha coordinate affini [(—m, [, 0)], poiché risiede sulla retta di direzione ortogonale all’asse.
Quindi possiamo impostare il seguente prodotto fra matrici

l
(-m 1 0)A[m |=0
0

essendo A una matrice simmetrica se trasponiamo vale anche

-m
(I m 0)A[ I |=0
0

percio le coordinate di Ds sono il polo di un asse ortogonale a quello precedente. Abbiamo dimostrato che
abbiamo due assi ortogonali tra loro, ora dobbiamo dimostrare che sono gli unici assi. Ma se sviluppiamo il
prodotto fra matrici troveremo un’equazione di secondo grado, che quindi (a meno che non si tratti dell’equazione
di una circonferenza) avra solamente due soluzioni.
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Proposizione 9.3.3

La parabola ha un unico asse e un solo vertice v. Inoltre la tangente alla parabola in v & ortogonale all’asse.

Dimostrazione: Il punto Py di una parabola & [(—a12,411,0)]. I p.d.d = [(—=a12,a11)]. La direzione ortogonale
¢ data da [(a11,412)], quindi il punto Ps & [(a11,412,0)]. Da cui segue che 'asse ¢ unico ed ¢ la polare di
(a11,a12,0). Sostituendo nell’equazione del fascio improprio dei diametri abbiamo che 1’asse ha equazione:

a11(a11X1 + A12X2 + a13%3) + A12(A12X1 + A22X2 + A23x3) =0

Per il teorema dell’ordine a interseca la parabola C in due punti, ma uno & Py quindi l'altro punto sara I'unico
vertice della parabola.

Ora dimostriamo la seconda parte del teorema. v € a che ¢ il polo di t. Per il principio di reciprocita ¢ contiene
il polo di a, ovvero Py € t. Ma Py, € ortogonale ad a =— t L a.



Capitolo 10

Quadriche

10.1 Quadriche in A3(C)

Definizione 10.1.1: Quadrica

Si dice quadrica una superficie algebrica reale del secondo ordine. Analiticamente si indica come

ﬂuX% + A19X1X2o + 2a13X1X3 + 2a14X1X4 + aggx:% + A93X0X3 + 2094 X9X4 + 2a34X3X4 + a33x§ + 1144xi =0

con almeno un 4;; # 0. Ponendo

X1 ai1 412 413 a4
Xo . a a a a
X = sihache A=| 12 722 723 &2
X3 aiz 23 0433 034
X4 A1a OA24 034 044
¢ tale che
Q: EXAX = 0

Quindi, essendo dipendente da 10 coefficienti, abbiamo o0 quadriche.

Proposizione 10.1.1

Se una quadrica e riducibile, si riduce in due piani che possono essere reali e coincidenti, reali e distinti o
immaginari e coniugati. Inoltre tutte le sue sezioni sono riducibili.

Dimostrazione: F & disecondo grado (Q & del second’ordine), quindi se si fattorizza in due polinomi di primo
grado, essendo F reale, le possibilita sono quelle elencate. Sia Q = @ U e sia y un terzo piano abbiamo che

Qny=(aup)ny=(any)u(Bny)

¢ unione di due rette, quindi e riducibile.
80
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Definizione 10.1.2: Cono e cilindro

Si dice cono quadrico il luogo delle rette che proiettano dal punto V, chiamato vertice, i punti di una
conica generale C, chiamata direttrice, dove C appartiene ad un piano non contenente il V. Se V &
proprio otteniamo un cono, se V & improprio otteniamo un cilindro.

Punti multipli di una quadrica

Teorema 10.1.1
Una quadrica non ha punti tripli e i punti multipli di una quadrica sono i punti doppi.

Dimostrazione: Poiché la quadrica Q ha ordine 2, per il primo teorema dell’ordine r non puo intersecare Q
in un punto P con molteplicita 3.

Teorema 10.1.2

Una quadrica Q ha almeno 2 punti doppi se, e soltanto se, e riducibile.

R r S
r(R, H) r(S, H)
Dimostrazione: ” = ” Siano R e S due punti doppi distinti e sia H € Q, ma non appartenente a rt(R,S).

Prima di tutto osserviamo che r£(R, S) ha molteplicita di intersezione con Q almeno di 2+2 =4 (|R|+|S|). Quindi
per il primo teorema dell’ordine la r#(R, S) € Q. Allo stesso modo r#(R, H) (ma analogamente anche rt(S, H)) ha
molteplicita di intersezione con Q, almeno di 14+ 2 =3 > 2 = per il primo teorema dell’ordine r¢(R, H) C Q,
ugualmente per rt(S, H) € Q. Chiamiamo 7 il piano contenente R, S e H.

QnNnmu2rt(R,S)Urt(R,H)Urt(S, H)

curva C di ordine 3

quindi poiché ord(C) > ord(Q) = 2 per il secondo teorema dell’ordine il piano 7t & componente di Q, per questo
motivo Q e riducibile.

7e="SaQ=aUpesiaP € anp. Osserviamo che data r retta passante per P non in &« U § abbiamo che
rN(Q)=rNn(aUp)=(rNna)u(rnp), ciot 'unione dello stesso punto, quindi P & punto doppio. Di conseguenza
abbiamo che ogni punto di @ N B ¢ doppio e abbiamo due possibili casi

e col punti (se a # f)

e co? punti (se a = f)

Teorema 10.1.3
Una quadrica ha un unico punto doppio se, e soltanto se, ¢ un cono o un cilindro quadrico.
Dimostrazione: 7 = ” Sia V 'unico punto doppio della quadrica Q. Ora dimostriamo prima di tutto che

tutte le rette r contenute in Q passano per V. Sia, per assurdo, r contenuta in Q con v ¢ r. Siano H,K € r
due punti distinti. Osserviamo che la retta rt(V, H) ha molteplicita di intersezione con Q pari ad almeno 1 in A
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r(V, H) r(V,K)

H r AN

e esattamente 2 in V, quindi ha molteplicita di intersezione almeno 3. Quindi per il primo teorema dell’ordine
rt(V,H) € Q. Analogamente rt(V,K) & contenuta in Q. Chiamiamo 7t il piano contenente r e V.

QnNnmorurt(V,H)urt(V,K)

curva C di ordine 3

poiché ord(C) > ord(Q) = n C Q. Quindi 7 & componente di Q, di conseguenza Q ¢ riducibile e ha almeno
ool punti doppi. Assurdo! Percio tutte le rette di Q passano per V. Sia a piano non contenente V. a non
¢ componente di Q, poiché Q ¢ irriducibile, percio @ N Q & una conica C (per il secondo teorema dell’ordine).
Poiché C non si riduce in due rette C & generale. Sia ora P € C la retta rt(P, V) ha molteplicita di intersezione
con Q di almeno 1+ 2 =3 > ord(Q) = 2, quindi per il primo teorema dell’ordine r¢(P,V) C Q per ogni punto di
C. Di conseguenza Q € un cono o un cilindro quadrico.

? &= " Sia Q un cono o un cilindro quadrico con vertice V. Q ha al pitt un punto doppio, altrimenti sarebbe
riducibile. Sia r una retta non contenuta in Q e passante per V, 'unico punto di intersezione ¢ r N Q = V. Poiché

per il primo teorema dell’ordine la somma delle intersezioni (contate con la dovuta molteplicita) & 2, segue che v
¢ doppio.

Condizioni analitiche

Definizione 10.1.3

Una quadrica Q € As(C) si dice

e generale se ¢ priva di punti doppi

e semplicemente degenere se ha 1 unico punto doppio (cono o cilindro)
o doppiamente degenere se ha co! punti doppi

e tre volte degenere se ha co? punti doppi

Inoltre le quadriche doppiamente e tre volte degeneri sono riducibili.

Proposizione 10.1.2

I punti doppi di una quadrica Q : I XAX = 0 sono le classi di autosoluzioni del sistema omogeneo AX = 0.

Teorema 10.1.4
Sia la quadrica Q : ' XAX = 0. Abbiamo le seguenti possibilita

e Se p(A) =4, allora Q & generale
e Se p(A) =3, allora Q ¢ semplicemente degenere
e Se p(A) =2, allora Q ¢ doppiamente degenere

e se p(A) =1, allora Q ¢ tre volte degenere
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10.2 Sezioni piane riducibili

Dati una quadrica Q e un piano a abbiamo C = Q Na, se @ € Q, in questo caso C & una conica per il secondo
teorema dell’ordine.

Osservazione: Se Q € una quadrica riducibile, allora C & riducibile.

Teorema 10.2.1

Sia Q una quadrica irriducibile (cioé cono, cilindro o quadrica generale), sia P € Q e sia a un piano
contenente P. Possiamo dire che

e se P & un punto doppio, allora P & doppio anche per C = Q N a, quindi C & riducibile

e se P & un punto semplice, allora P & doppio per C = Q N« se, e soltanto se, a € il piano tangente in
P a Q, quindi C & riducibile

Osservazione: Se Q ¢ generale, allora le sezioni piane di Q N a sono riducibili se, e soltanto se, a ¢ un piano
tangente a Q.

10.3 Conica impropria di una quadrica irriducibile

Cono e cilindro

Proposizione 10.3.1
Sia Q un cono e sia Coo = Q N T la sua conica impropria, allora

1. Co € una conica generale
2. se Cu € reale, il cono ha generatrici reali ed e detto a falda reale

3. se Ce non ha punti reali, allora I'unico punto reale di Q e il vertice V del cono, quindi il cono ha
generatrici a coppie immaginarie e coniugate ed € detto privo di falda reale

Proposizione 10.3.2

La conica impropria Ceo = Q N T di un cilindro Q & riducibile in due rette passanti per il vertice.

Dimostrazione: Sappiamo che V, vertice del cilindro, appartiene a Tt, quindi V & doppio anche in QN7 = C,
di conseguenza C ha un punto doppio ed & riducibile.

Definizione 10.3.1: Cilindro iperbolico, ellittico e parabolico

Un cilindro Q & detto
1. iperbolico, se Co ¢ unione di due rette reali e distinte
2. ellittico, se Cs ¢ unione di due rette immaginarie e coniugate

3. parabolico, se Co ¢ unione di una retta contata 2 volte
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10.4 Classificazione delle quadriche

Definizione 10.4.1: Conica impropria di una quadrica generale

Dati una quadrica generale Q e il piano improprio @« Se intersechiamo otteniamo una curva
Co=0QNac

detta conica impropria di Q.

Definizione 10.4.2: Ellissoide, iperboloide e paraboloide

Una conica generale Q si chiama

1. ellissoide, se C ¢ irriducibile e priva di punti reali
2. iperboloide, se C € irriducibile con punti reali

3. paraboloide, se Co ¢ irriducibile

Osservazione:

1. Il paraboloide, avendo Co riducibile, & tangente con tco-

2. Per Cs non ha senso la distinzione in ellisse, parabola o iperbole perché tutti i suoi punti sono punti
impropri.

Proposizione 10.4.1

Sia Q : {XAX = 0 una quadrica irriducibile, allora Ce @ riducibile se, e soltanto se, |[A*| = 0, dove

Dimostrazione: Sia Co = Q N o, quindi

C. . a11X% + ﬂggxg + 2a19X1X9 + a33x§ + 2a13X1X3 + 2a93X2x3 =0 (1)
0 -
X4 = 0

(1) & una quadrica Q’ tale che la sua intersezione con @« € proprio la conica impropria Co di Q. Quindi la
matrice della quadrica Q” &

ayy aip a3 0

aip azp a3 0

a3 a3 asz 0

0 0 0 O

A=

|A’| =0, quindi Q’ non ¢ generale perché p(A’) < 3. Per ipotesi Co ¢ riducibile, ora partiamo con la dimostrazione
vera e propria.

” = ” Supponiamo, per assurdo, che |[A*| #0 = p(A’) =3 = Q’ & un cono o un cilindro. Determiniamo il
vertice di Q’: A’X = 0. Scrivendo un sistema principale equivalente

a11X1 + a12X2 +a13x3 =0
S.p.€.:\ A12X1 +d22X2 + az3x3 =0
A13X1 + Ao3X9 + az3x3 =0

N

troveremo facilmente il V = [(0,0,0,1)], che & il vertice ed & un punto proprio, quindi Q’ & un cono. Quindi
Co = Q' Naw & la conica impropria di un cono, quindi Cy € irriducibile, che & un assurdo!.

7 =" Abbiamo per ipotesi che |A*| =0, p(A’") < 2, quindi Q’ & riducibile, allora Coo = Q" N @ € sezione di una
quadrica riducibile e quindi Cs € riducibile.
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Osservazione:
1. Per distinguere un cono o un cilindro abbiamo ora un criterio analitico, cioe
e |[A'| =0 & C eriducibile < Q @ cilindro
e [A*|#0 & Q & cono
2. se Q invece e generale abbiamo che
e |[A*| =0 & Q ¢ paraboloide
e |[A*| #0 < Q ¢ ellissoide o iperboloide

Esempio 10.4.1

1 0 0 0

0 -3 0 -3

— 2
A=lo 0 -1 0
0 -2 0 o0

Possiamo dire che
[Al #0 = Q generale |A"|=3#0 = Q o ellissoide o iperboloide

2 B, o - 2942 _ 42 =
CW.{xl—3x2—x3—X2x4—0 {xl 3x5—x3=0

X4=0 X4=0

Ps =1[(1,0,1,0)] € C il quale & reale = Q ¢ un iperboloide

10.5 Punti semplici di una quadrica irriducibile

Definizione 10.5.1: Punto parabolico

Sia Q una quadrica irriducibile, sia un punto P € Q semplice. Chiamiamo « il piano tangente a Q in
P e la conica C = Q N a, la quale ¢ riducibile. Se C si riduce in due rette coincidenti, P si dice punto

parabolico.

Proposizione 10.5.1
Se una quadrica irriducibile ha un punto semplice parabolico, allora tutti i punti semplici sono parabolici.

Teorema 10.5.1
Una quadrica irriducibile & un cono o un cilindro se, e soltanto se, i suoi punti semplici sono parabolici.

Dimostrazione: 7 =— 7 Sappiamo per ipotesi che Q € un cono o un cilindro. Sia P € Q, un punto semplice,
quindi P # V, chiamiamo « il piano tangente in P. La conica C = QNa = rUs C Q, di conseguenza
rcQ = VeresCQ = Ves. Inoltre P er e P es. Ma quindi necessariamente ¥ = PV =s. Quindi P
¢ un punto parabolico.
7 &= "7 Per ipotesi abbiamo i punti semplici parabolici. Chiamiamo P un punto semplice di Q e «a il piano
tangente a Q in P. Allora

C=Qna=ruUr

se P’ € r ¢ semplice, allora @ & un piano passante per P’ tale che Q N a & riducibile in due rette passanti per
P’. Questo ci dice che allora a ¢ il piano tangente a Q anche in P’. Sia § un piano con  # a e tale che r C .
Chiamiamo inoltre C’ = Q N B, sicuramente r € C’, questo significa che C’ ¢ riducibile, cioe C =rUs. Mar #s
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perché se fosse, per assurdo r = s, allora in P avrei due piani tangenti distinti a e , assurdo! (contro I'unicita
del piano tangente). Sia {V} = rNs. Sicuramente V & un punto doppio, perché se fosse semplice per V avremmo
due piani tangenti distinti (nuovamente contro l'unicita del piano tangente). Su Q non possono esserci altri punti
doppi distinti da V' (perché per ipotesi Q & irriducibile). Quindi Q ammette esattamente un punto doppio, cioe
Q & un cono o un cilindro.

Osservazione: Se Q e generale, sicuramente i suoi punti semplici non sono parabolici.

Definizione 10.5.2: Punto parabolico, iperbolico ed ellittico

Sia Q una quadrica irriducibile, P € Q un punto semplice reale, « il piano tangente in Pa Qe C=QNa
riducibile. Abbiamo che un punto P &

1. parabolico, se, e soltanto se, C si riduce in due rette coincidenti
2. iperbolico, se, e soltanto se, C si riduce in due rette reali e distinte

3. ellittico, se, e soltanto se, C si riduce in due rette immaginarie e coniugate

Proposizione 10.5.2

Se una quadrica irriducibile Q ha un punto semplice reale parabolico, iperbolico o ellittico, allora tutti i
suoi punti semplici reali sono dello stesso tipo.

Definizione 10.5.3

La quadrica Q si dice

1. parabolica se i suoi punti semplici reali sono parabolici
2. iperbolica se i suoi punti semplici sono iperbolici

3. ellittica se i suoi punti semplici reali sono ellittici

Proposizione 10.5.3

I punti semplici reali di un ellissoide sono necessariamente ellittici.

Dimostrazione: Sia Q un ellissoide, P un punto semplice reale e supponiamo, per assurdo, che P sia iperbolico.
Chiamiamo « il piano tangente in P e C=Q Na =rUs con r,s reali e distinte. Sappiamo che r C Q e

{Po}=rNaCQNaw=Cs

sarebbe un punto reale sulla Cs di un ellissoide, assurdo! Quindi P e ellittico.

Ricapitolando: abbiamo che, se Q e generale, allora puo essere
1. ellissoide (ellittico)
2. iperboloide
(a) ellittico
(b) iperbolico
3. paraboloide
(a) ellittico
(b) iperbolico

Consiglio molto vivamente di utilizzare Geogebra 3D (o anche semplicemente cercare su Google) i grafici delle qua-
driche sopra elencate in modo da ottenerne un riscontro visivo che & particolarmente utile durante lo svolgimento
di esercizi per verificare i propri risultati.



10.6. SEZIONI PIANE DI UNA QUADRICA IRRIDUCIBILE 87

10.6 Sezioni piane di una quadrica irriducibile

Abbiamo visto precedentemente le sezioni riducibili di una quadrica generale. Ora ci occupiamo di determinare
le sezioni irriducibili, che si ottengono con piani non tangenti e si puo stabilire se si tratti di ellissi, parabole
o iperboli determinandone i punti impropri Py e P, intersezioni fra la retta impropria del piano di sezione e la
conica impropria della quadrica, determinando cioe

{P1,P3} =766 N Css

Sezioni irriducibili di un cilindro

Dato che Co € riducibile in rette reali e distinte, reali e coincidenti o immaginarie e coniugate, i due punti dati
da 7e N Coosono reali e distinti se il cilindro e iperbolico, reali e coincidenti se & parabolico, oppure immaginari
e coniugati se e ellittico. Quindi le sezioni irriducibili di un cilindro iperbolico sono tutte iperboli, quelle di un
cilindro parabolico sono tutte parabole e quelle di un cilindro ellittico sono tutte ellissi.

Koo Koo Koo

Figura 10.1: (1) cilindro iperbolico; (2) cilindro ellittico; (3) cilindro parabolico.

Sezioni irriducibili di un cono

Se Co € irriducibile e dotata di punti reali, cioe, se si tratta di un cono dotato di falda reale, i due punti dati da
7eo N Coo possono essere reali e distinti, reali e coincidenti (se 7« € tangente a C) 0 immaginari e coniugati. Le
sezioni irriducibili di un cono sono coniche di tutti i tipi.

Qoo

Too oo

Voo
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Sezioni irriducibili di un iperboloide

Dato che Cq ¢ irriducibile e dotata di punti reali, i due punti dati da 7. N Cs possono essere reali e distinti,
reali e coincidenti (se 7« € tangente a Coo) 0 immaginari e coniugati. Le sezioni irriducibili di un iperboloide sono
coniche di tutti i tipi e sono analoghe a quelle della figura precedente.

Sezioni irriducibili di un ellissoide

Dato che Co € priva di punti reali, i due punti dati da 7. N Cs saranno a loro volta immaginari e coniugati.
Quindi le sezioni irriducibili di un’ellissoide sono tutte ellissi, prive o dotate di parte reale.

Sezioni irriducibili di un paraboloide

Dato che Cs & riducibile in due rette reali e distinte o in rette immaginarie e coniugate, i due punti dati da
reo N Co sono reali e coincidenti, se 7o passa per il punto doppio di Cu, diversamente sono punti distinti. In
questo caso, se il paraboloide € iperbolico i punti sono reali, se il paraboloide & ellittico sono punti immaginari
e coniugati. Pertanto, le sezioni irriducibili di un paraboloide iperbolico sono parabole e iperboli, quelle di un
paraboloide ellittico sono parabole e ellissi.

Qoo

o) ¥ oo

Figura 10.2: (1) paraboloide iperbolico; (2) paraboloide ellittico.

Studio analitico

Ci occupiamo ora di trovare un metodo per riconoscere la conica generata dall’intersezione di una quadrica con
un piano. A questo fine enunciamo una proposizione molto utile per lo svolgimento degli esercizi sulle sezioni di
coniche riducibili.
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Proposizione 10.6.1

Se Q & una quadrica irriducibile, la cui equazione ¢ priva di una delle variabili x1, x2 0 x3, allora Q’ & un
cilindro, con vertice in Xs se manca X1, in Yo Se manca Xo o in Z Se manca Xs.

Osservazione: In questo modo
C=0nn=0Q'Nnn

ove Q' € un cilindro, percio ci basta riconoscere il tipo di cilindro e potremo direttamente riconoscere la conica.

N
(—
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